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Troisiéme groupe de cohomologie non ramifiée des torseurs
universels sur les surfaces rationnelles

Yang Cao

Résumé. Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit X une k-surface projective et lisse géomé-
triquement rationnelle. Soit 7 un torseur universel sur X possédant un k-point, et soit 7¢ une
compactification lisse de 7. La question de savoir si 7°¢ est k-birationnel & un espace projectif
est encore ouverte. On sait que les deux premiers groupes de cohomologie non ramifiée de 7°
et 7° sont réduits a leur partie constante. On donne une condition suffisante en termes de la
structure galoisienne du groupe de Picard géométrique de X assurant 'énoncé analogue pour
les troisiémes groupes de cohomologie non ramifiée de 7 et 7°¢. Ceci permet de montrer que
H3.(T¢,Q/Z(2))/H3(k,Q/Z(2)) est nul si X est une surface de Chatelet généralisée, et que ce
groupe est réduit a4 sa partie 2-primaire si X est une surface de del Pezzo de degré au moins 2.

[English]
Title. Third unramified cohomology group of universal torsors on rational surfaces

Abstract. Let k a field of characteristic zero. Let X be a smooth, projective, geometrically rational
k-surface. Let 7 be a universal torsor over X with a k-point et 7¢ a smooth compactification of
7. There is an open question : is 7° k-birationally equivalent to a projective space? We know
that the unramified cohomology groups of degree 1 and 2 of 7 and 7° are reduced to their
constant part. For the analogue of the third cohomology groups, we give a sufficient condition
using the Galois structure of the geometrical Picard group of X. This enables us to show that
H3 (T¢,Q/Z(2))/H?(k,Q/Z(2)) vanishes if X is a generalised Chatelet surface and that this

group is reduced to its 2-primary part if X is a del Pezzo surface of degree at least 2.
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1. Introduction

Soit k un corps de caractéristique 0. Pour une variété X sur k et un faisceau étale F sur X, la cohomologie
non ramifiée de X de degré n est ici par définition le groupe

H!.(X,F):=Hy, ...(X,H"(X,F)),

ot H"(X,F) est le faisceau Zariski associé au préfaisceau {U C X} > Hj, (U, F). Ces groupes sont des
invariants k-birationnels de k-variétés intégres projectives et lisses ((CT95, Thm. 4.L1]). Si X est projective,
lisse et k-rationnelle, par [CT95, Thm. 4.11 et Prop. 4.1.4], on a H'(k, Q/Z(j)) — H/..(X,Q/Z(j)) pour tous
entiers i €N, j € Z.

Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle. Soit 7 — X un torseur universel
sur X [CTS87]. Ce torseur est une k-variété géométriquement rationnelle (Corollaire 2.9). En 1979, Colliot-
Théléne et Sansuc [CTS80, Question Ql, p. 227] ont posé la question : si 7 posséde un point rationnel, la
k-variété 7 est-elle une k-variété k-rationnelle? Cette question est toujours ouverte.

Un certain nombre d’invariants k-birationnels sont triviaux sur toute compactification lisse 7 de 7.
Ainsi les applications de restriction H'(k, Q/Z(i — 1)) — H! (T¢,Q/Z(i — 1)) sont des isomorphismes
pour i =1 et i = 2. Le cas i = 1 est facile. Dans le cas i = 2, ceci dit que l'application de restriction
Br(k) — Br(7°) sur les groupes de Brauer est un isomorphisme. Pour ce résultat, voir [CTS77, Thm. 1],
[CTS87, Thm. 2.1.2], [HS, Prop. 1.8] et le Théoréme 2.8 ci-dessous. Par ailleurs, pour 7 possédant un k-
point, on sait (Proposition 2.12) que pour tous i € N, j € Z, 'image de H; (X, Q/Z(j)) dans H. (T, Q/Z(j))
est réduite a H'(k, Q/Z(j)).

Dans le présent article, pour X, 7 et 7° comme ci-dessus, nous étudions les groupes

Ho (T, Q/Z(2))/H? (k, Q/Z(2)) € Ha (T, Q/Z(2))/H? (k, Q/Z(2)).
Dans [Cao], nous avons établi que H2.(7 ¢, Q/Z(2))/H3(k, Q/Z(2)) est fini.

Les principaux résultats du présent article sont les suivants.

(a) Le quotient H3 (7,Q/Z(2))/H3(k, Q/Z(2)) est fini.

(b) Si H'(k,Sym®Pic(X;)) = 0 et X(k) = 0, alors % = 0 (Théoréme 4.7). Pour établir ce
résultat, nous appliquons aux torseurs sous un tore une technique développée par A. Merkurjev
[Mel6] pour étudier les torseurs sous un groupe semisimple.

(c) Si X est une surface de Chatelet généralisée, c’est-a-dire un fibré en coniques sur IP}( possédant une
3 c
%‘%ZZ(%)) est nul (Théoréme 5.1).
(d) Si X est une surface projective, lisse, k-birationnellement équivalente a une surface de del Pezzo
Ho (TOQ/Z(2)
HEQ/ZR)

section sur une extension quadratique de k, et X (k) = 0, alors

de degré > 2 ou a une surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique, alors

purement 2-primaire (Théoréme 6.7).
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Conventions et notations

Soit k un corps quelconque de caractéristique 0. On note k une cloture algébrique et T := Gal(k/k).

Une k-variété X est un k-schéma séparé de type fini. Pour X une telle variété, on note k[X] son anneau
des fonctions globales, k[X]* son groupe des fonctions inversibles, et Pic(X) := HX(X,G,,) son groupe
de Picard. Si X est lisse, on note Br(X) := He2t(X, G,,) son groupe de Brauer, CH(X) son groupe de

Chow de codimension i et CH;(X) son groupe de Chow de dimension i. Pour X/k projective lisse, notons
Ag(X) c CHy(X) le groupe de classes des 0-cycles de degré 0. Pour tous i € N, j € Z, on note %‘m
le conoyau du morphisme H'(k, Q/Z(j)) — H..(X, Q/Z(j)).

Tous les groupes de cohomologie ou d’hypercohomologie utilisés dans cet article sont des groupes de
cohomologie étale, sauf les groupes de cohomologie de Zariski H'(X, K;) a valeurs dans des faisceaux de
K-théorie algébrique. Pour chaque schéma X, notons D},(X) la catégorie dérivée bornée a gauche de la
catégorie des faisceaux étales. Pour les propriétés de la catégorie dérivée d’une catégorie abélienne, voir [KS,
§13.1]. Pour tout 71 € Z, on a la sous-catégorie D5"(X) C D};(X) (cf. [KS, Notation 13.111]) et les foncteurs de

troncature 7" et 7=" ([KS, Déf. 12.3.1 et Prop. 13.1.5]). Soit
~®! —: D}(X) x Df(X) = D}(X) : (F,G) - F &L G.
Puisque la tor-dimension de Z est 1, le foncteur ci-dessus est bien défini et on a

i+j—1(

—®l—: D3 (X)x D (X) - D27 (x). (LY

T et ét
Soit T un k-tore. Notons T* = Homy_ g p(T?, G,, 7) le réseau galoisien défini par le groupe des caractéres

géométriques du tore T. Donc T* C k[T]*.

Pour un groupe abélien A et un entier n € Z, on note A[n] := {x € A,nx = 0} et A;,,s le sous-groupe
de torsion de A. On note Sym?A la deuxiéme puissance symétrique de A ([Bour, III §6]) et A’A la i-iéme
puissance extérieure de A ([Bour, III §7]). Si A = A; @ A,, on a des isomorphismes naturels

Sym?A; @ (A; ®Ay)@Sym?A, 5 Sym?A et AZA B(A; ®A)BA%A, S A%A (1.2)
Si A est un réseau, on a la suite exacte naturelle
0> A’A—>AQyA—Sym?A -0

oi A’A - A®y A envoie aAb sur a®b—b®a.

2. Rappels

Dans cette section, on fait des rappels sur plusieurs sujets : cohomologie motivique, variétés toriques,
variétés cellulaires, torseurs universels et leur cohomologie a coefficients G,,. Soit k un corps de caractéris-
tique 0.

2.A. Cohomologie motivique

Notons K;(A) le i-iéme groupe de K-théorie de Quillen d’un anneau A. Sur tout schéma X, on note
K; le faisceau pour la topologie de Zariski sur X associé au préfaisceau U > K;(H(U,Ox)) et K; ¢ celui
pour la topologie étale. On note H'(X, K;) ses groupes de cohomologie pour la topologie de Zariski. Par
la résolution de Gersten (un théoréme de Quillen, cf. [CTHK] pour une démonstration du cas général), si
X est une k-variété lisse, le groupe H*(X, ;) est le i-iéme groupe de cohomologie du complexe :

0 = Byex0Kj(k(x)) = Orex Kj_1(k(x)) = -+ = &yex) Z — 0, (2.1)

ou X! est I'ensemble des points de codimension ! de X pour tout | € Z,.
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On utilise le complexe motivique Z(r) de faisceaux de cohomologie étale sur les variétés lisses sur
k pour r = 0,1,2, comme défini par Lichtenbaum ([L87] [L90]). On utilise le complexe motivique “de
Lichtenbaum” pour pouvoir utiliser la méthode de Merkurjev dans [Mel6]. Alors Z(0) = Z, Z(1) — G,,[-1],
et Z(2) est supporté en degré 1 et 2. Si X est un schéma de type fini sur k, on a H?*(X,Z(2)) = Ko et(X) et
un triangle dans D/,(7') pour r =0,1,2:

Z(r)—1~ Z(r) Z/n(r) =1~ (2.2)
De plus, on sait ([Ka93, Ka96, Su], cf. [CT15, §1]) :

Théoréme 2.1. Soit X une k-variété lisse géométriquement intégre de corps de fonctions k(X).
(i) On a les égalites : HY(X,Z(2)) = 0, HY(X,Z(2)) = K3ngec(k(X)), H3(X,Z(2)) = HY(X,K,) et
H3(X,Z(2)) = H'(X,K,), o

K3 indec(k(X)) := Coker(K3"!"" (k(X)) — K3 (k(X))).

De plus, K3 ipgec(k(X)) est extension d’un groupe uniquement divisible par Q/Z(2).
(ii) On a une suite exacte naturelle :

O—>CH2(X) l>IH4(X,Z(2)) —>ng()(,@/2(2)) —0, (2.3)
o cl est induit par CH*(X) = H*(X,K,) = Hj, (X, Z(2)) » H*(X, Z(2)) ([Ka96, (10)]).
Dans [L87, Prop. 2.5], Lichtenbaum a défini le cup-produit des complexes motiviques
U: Z(1) & Z(1) - Z(2),
et ce morphisme induit un morphisme de faisceaux :
Gy ® Gy = H(Z(1)8" Z(1)) > HH(Z(2) = Ko, (24)

qui est exactement le morphisme G, ® G, = K| ® K1 — K4 induit par le cup-produit de groupes de
K-théorie K1 ® K; — K, ([L87, Rem. 2.6]). Donc la composition

intersection
_—

H*(X,Zx(1))® H*(X,Zx(1)) = Pic(X) ® Pic(X) CH?(X) —» H*(X, Z(2)) (2.5)

est exactement le morphisme induit par le cup-produit ci-dessus.

2.B. Variétés toriques
Par [Sum, Cor. 2] et [Oda, Thm. 1.10] on a :

Théoréme 2.2. Supposons que k est algébriquement clos. Soit X une variété torique lisse sous le tore G}, sur k.
Alors pour chaque G}, -orbite Z de codimension i, il existe une sous-variété torique ouverte U C X telle que Z C U

et U — Gl7P x A" comme variété torique, ou Uaction de G}, sur G),' x A est la multiplication.
Comme conséquence, on a :

Corollaire 2.3. Sous les hypothéses du Théoréme 2.2, soient Z,, Z, deux G;),-orbites de codimension 1 de X. Alors
il existe un nombre fini de G,,-orbites de codimension 2, notons-les S;, telles que leurs adhérences schématiques

satisfont Z, N Z, = U]- S_]
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2.C. Variétés cellulaires

Définition 2.4. ([Ka97, Définition 3.2]) Une variété X sur k a une décomposition cellulaire (briévement :
est cellulaire) si elle est vide ou s’il existe un sous-ensemble fermé propre Z C X tel que X\ Z soit isomorphe
a un espace affine et Z ait une décomposition cellulaire.

Proposition 2.5. ([Cao, Prop. 2.2]) Soit k un corps algébriquement clos.
(1) Une surface projective, lisse, k-rationnelle est cellulaire.
(2) ([Fu93, Lemme, p. 103]) Une variété torique, projective, lisse sur k est cellulaire.
(3) Soient T un tore sur k et T une T -variété torique, projective, lisse. Soient X une variété cellulaire sur k
et Y — X un T-torseur. Alors Y := Y xT T est cellulaire.

Rappelons que Y x T¢ est le quotient (Y x T¢)/T, ou l'action de T est défini par t-(y,a) := (t-y,t ™ -a)
pour tous t € T, p € Y et a € TC. Ce quotient existe par [PV, Thm. 4.19] et [An73, Appendice 1, Thm. 6].
Par [Fu84, Exemple 19.1.11], on a

Théoréme 2.6. Supposons que k est algébriquement clos. Soient X une variété lisse cellulaire sur k et n un
entier. Pour tout entier i, le groupe CH'(X) est de type fini et sans torsion, et le morphisme classe de cycle
CH!(X)® Z/n — H?(X,Z/n) est un isomorphisme. Pour tout entier i impair, on a H'(X,Z/n) = 0 et donc
H(X,Z;) = 0 pour tout nombre premier .

Soit X une variéte lisse. On a un homomorphisme naturel :
Pic(X)®k* — HY(X,K,). (2.6)
En effet, on a le diagramme commutatif suivant
k(X)) ® k> D, cxk* ——Pic(X)Qk* —0

l l%
d, d,

K>k(X) Brexmk(x)*

OrexZ ’

ou la premiére ligne est obtenue & partir de la suite exacte définissant le groupe Pic(X) par tensorisation
avec k™ et la deuxiére ligne est la résolution de Gersten. On vérifie que la composé d; o ¢y vaut zéro, ce
qui permet de définir 'homomorphisme (2.6) par chasse au diagramme.

Proposition 2.7. Supposons que k est algébriquement clos. Soit X une variété lisse, connexe, rationnelle sur k.
Supposons que X est projective ou cellulaire. Alors ’homomorphisme (2.6) est un isomorphisme.

Démonstration. Si X est projective, ceci résulte de A. Pirutka [Pir, Prop. 2.6].

Si X est cellulaire, on fixe une décomposition cellulaire de X. Soient n = dim(X) et U C X l'ouvert iso-
morphe 2 A" dans la décomposition cellulaire. Notons Z := X\U. On a H(U,K,) = K, (k), H{(U,K,) = 0
et Pic(X) = Divy(X). Par la résolution de Gersten (2.1), on a une suite exacte :

0 — HO(X, k) — H(U, K3) — ker() 2 H(X,K,) — H' (U, K3) = 0,

ou P : ®yczok(x)* A, @O,z Z. Alors HO(X,KC5) = HY(U,K,) et ¢ est un isomorphisme.

Puisque div(k*) = 0, on a @, 0k* C ker(1)). Pour tout x € Z(%), il existe une unique sous-variété
réduite localement fermée V, de codimension 1 dans la décomposition cellulaire telle que x € V,, V, =
A" et V,NVy =0 pour x = x" € Z(9). Donc

div

k* =ker(k(x) — @ Z) et ker(Y)C @ 0k

er,ﬁl)

Alors ker()) = @, c70k™ = Divy(X)® k* = Pic(X) ® k*. Puisque ¢ et ¢p; sont induits par les inclusions
{k* Ck(x)*}exm, on a ¢ = @y et le résultat en découle. O
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2.D. Torseurs universels

Soient X une k-variété lisse, T un k-tore et 7 — X un T-torseur. La composition H!(X,T) —

t
HY(X;, T;) — Hom(T*,Pic(X;)) associe @ 7 — X un homomorphisme galoisien T* AN Pic(X}), ap-
pelé le type du torseur. Lorsque le type est un isomorphisme, on dit [CTS87] que 7 — X est un torseur
universel sur X.

Théoréme 2.8. Soit X une k-variété lisse géométriquement intégre, avec k* = k[X|* et Pic(X}) de type fini et
sans torsion. Soit T — X un torseur universel. Soit T une T -variété torique, projective, lisse. Soit T =T xT T,
On a les propriétés suivantes :
(i) [CTS87, Thm. 2.1.2] k* = k[T J*.
(if) [CTS87, Thm. 2.1.2] Pic(7f) = 0.
(iif) [CTS87, Thm. 2.1.2] On a un isomorphisme de I} -modules DiVTc,T(Q;EC) =~ Pic(?}f). En particulier
Pic(TY) est un module de permutation de type fini.
(iv) [HS, Thm. 1.6] L'application naturelle Br(Xz) — Br(7;) est un isomorphisme.
(v) [CTS87, Rem. 2.8.4] Pour toute extension K/k de corps, si Xi est projective et K -rationnelle, alors Ty est
stablement K -rationnelle. Si de plus K =k, alors Ty est rationnelle.

Par la suite spectrale de Hochschild-Serre, on a : k* = k[T], Pic(T) = 0 et Br(k) = Bry(7), ou
Bry(7) := Ker(Br(7') — Br(Zg)). De plus, si X; est k-rationnelle, par le Corollaire 2.9 ci-dessous, on a
Br(k) = Br(7).

Corollaire 2.9. Sous les hypothéses du Théoréme 2.8, supposons que k est algébriquement clos et X est projective
et rationnelle. Alors T est rationnelle, Br(T) =0, H((T,Z/n) =0, H*(T,Z/n) = 0 et le groupe H*(T,KC,) est
uniquement divisible.

Démonstration. Dans ce cas, T = G}, pour un certain r € Z. Puisque H%ari(—,Gm) = H'(-,G,,), il existe
un ouvert U C X tel que 7 xx U = U x G},. Donc 7 est rationnelle.

Par le Théoréme 2.8 (iv), Br(7) = 0. Par la suite de Kummer, et le Théoréme 2.8 (i) et (ii), ceci
implique H'(7,Z/n) = 0 et H*(T,Z/n) = 0. Par le Théoréme 2.1 et le triangle (2.2) sur Z(2), on a 0 =
HYT,Z/n(2)) » HY(T,K,)[n] et HY(T,K,)/n — H*(T,Z/n(2)) = 0. Ainsi H(7,K,) est uniquement
divisible. O

Comme conséquence, on a k[7 ]*/k* = 0, Br(Z;) = 0, et HI(Y;EC,Z/n) = 0, mais ceci résulte déja de la

rationalité de la k-variété projective et lisse 7;{.

Corollaire 2.10. Sous les hypothéses du Théoreme 2.8, supposons qu’il existe une extension finie K/k de corps

de degré d telle que la variété Xy soit projective et K-rationnelle. Alors, pour tous i € IN,j € Z, le groupe
H: (T¢,Q/Z(j .
Hi((TMZ(j()]))) est annulé par d.

Hy (T, Q/Z(j))
, . H(K,Q/Z(j))
= 0 pour tous 7, j. Puisque le transfert est bien défini pour H},(—, Q/Z(2)) et H'(—, Q/Z(2)), on peut définir
Hu(TEQ/Z0)) B Hi(TCQ/Z)
HY(K,Q/Z(j)) H (k,Q/Z(j))

Démonstration. D’aprés le Théoréme 2.8 (v), la K-variété 7 est stablement K -rationnelle. Ainsi

le transfert

. Un argument de restriction-inflation donne le résultat. O
En utilisant la Proposition 2.5(i), dans un précédent article j’ai établi :

Théoréme 2.11. ([Cao, Thm. 2.7]) Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle. Soit T —

—HSI(TC’Q/Z%)) est fini.

X un torseur universel sur X et soit T une k-compactification lisse de T . Alors le groupe Bz
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2.E. Accouplements avec les 0-cycles

Soit X une variété projective, lisse, géométriquement intégre. Pour toute extension de corps K/k et tous
i €N,j € Z, on a un accouplement naturel :

Ag(Xx) x Hiy (X, Q/Z(j)) = H'(K, Q/Z(j)) : () mPa) > ) Normypyx P/ (@)

1

ou P, : Spec K(P;) — X (voir [Me08, formule (3)]).

Proposition 2.12. Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle. Soit T — X un torseur
universel sur X et soit T° une k-compactification lisse de T . Supposons que T (k) = 0. Alors homomorphisme

H; (T4, Q/Z(j))

H; (X, Q/Z(j)) — HEQZ0)

est nul pour tousi € IN,j € Z.

Démonstration. Soit T un tore tel que T* = Pic(X;). Alors 7 — X est un T-torseur, i.e. [7]€ H (X, T).

Il existe une T-variété torique lisse T¢ (cf. [CTHS, Cor. 1]). Puisque le groupe H! (e, Q/Z(})) est un
invariant birationnel des variétés projectives et lisses, et que I'existence d’un k-point est un invariant k-
birationnel des k-variétés projectives et lisses (lemme de Nishimura), on peut supposer que 7€ = T¢xT T

11 existe alors un morphisme 7€ %, X etendant T — X.
Par [CTS80, §ILB|, pour toute extension K/k de corps, [7 ] induit un homomorphisme

1

0 *
Ao(Xk) = H'(K,T): ) xi+> ) Res(yykxi[7]
i

Puisque [7 ]j7 =0 € HY(7, T) et que tout élément de Ay(7;) équivaut & un élément supporté sur 7 (lemme
de déplacement facile sur les zéro-cycles sur une variété lisse), la composition des homomorphismes

7T, 7] * *
Ao(T) = Ag(Xx) = H'(K,T): )t ) Resgyxti(n'[T))
i i

est nulle.
D’aprés [CT83, Prop. 4] et [CTS81, Thm. 3], pour toute extension K/k de corps, le morphisme Ay(X) 5,

HY(K,T) est injectif. Ainsi le morphisme Ao(T¢) iR Ag(Xk) est nul.
Pour toute extension K/k de corps, on a des accouplements compatibles :

ANTE) x  HI(TCQ/z(j) e HiK, Q/z())

AoXg) x  Hi (X, Q/Z(j) ~2~ HI (K, Q/Z(j)).

Soit t € 7¢(k), K := k(T) et 1 € T le point générique. Alors t—1 € Ay(7) et, pour tout o € Hi (X, Q/Z(j)),
on a

(1,7 @) e = (1,7 @) e = (= 1,7 @) e = (1l = ), @) = (0, @) = 0 € HI(K, Q/Z())
Puisque (7, —)7< est 'inclusion canonique H! (T, Q/Z(j)) c H (k(T°), Q/Z(j)) et

Im(t,—) 7. C Im(H' (k, Q/Z(j)) — H' (K, Q/Z(j))),

on a Im(rc*) € Im(H' (k, Q/Z(j)) — H..(T ¢, Q/Z(j))). 0O
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3. Cohomologie motivique a coefficients Z(2) d’un torseur sous un tore

Dans [Mel6], A. Merkurjev a étudié la cohomologie motivique a coefficients Z(2) pour un torseur sous
un groupe semisimple. Nous reprenons sa méthode pour étudier les torseurs sous un tore. Soient T un tore
sur k de dimension N, et f : Y — X un torseur sous T sur X, ou X est une k-variété lisse géométriquement
intégre. On calcule la relation entre la cohomologie motivique de X et celle de Y a coefficients dans le
complexe Z(2), i.e. on calcule la cohomologie de Z¢(2) ci-dessous (Théoréme 3.6).

La plan de la démonstraction du Théoréme 3.6 est : (i) on calcule les faisceaux cohomologiques de
Z¢(2), en utilisant une méthode de Merkurjev ([Mel6]), qui généralise le travail de Sansuc sur Z(1); (ii)
on calcule la cohomologie de Z¢(2) sur Xj. Ce théoréme sera appliqué a calculer la cohomologie de Z¢(2)
sur X (Théoréme 4.7) en utilisant la suite spectrale de Hochschild-Serre.

Dans ce cas, on définit Z¢(i) le cone du morphisme naturel Zy (i) — Rf.Zy(i) pour i = 1,2 ([Mel6,
(4.3)]), i.e. on a deux triangles dans DJ,(X) :

Zx(l)—>RﬁZY(1)—>Zf(1)—>ZX(1)[1], (3.
et
(2 d(2)
ZX(2)—>RﬁZY(2)—>Zf(2)—>ZX(2)[1]. (3.2)

Pour chaque I;-module M continu discret, on peut voir M comme un faisceau étale sur le petit site
étale (ét/k), et son image inverse sur le grand site étale est noté également par M. Ainsi A" T est un
faisceau étale.

Soient

R2£Zy(1):=1=2RfZy(1) et z}%2(1)::132zf(1). (3.3)

Proposition 3.1. On a Z?z(l) =~ T*[-1] et donc Zx(1) ®z§2(1) =G, @ T*[-2] et

TA(Zx(1)®" Z5(1)) = G, @ T[-2].

Démonstration. Puisque Zx(1) = Gy [-1]|x et Zy(1) = Gy [-1]ly, on a: HI(ZX(I)) = G,lx, H(Zx(1)) =
0 pour tout i # 1 et H' (Rf,Zy(1)) = R £.(G,,|y) pour tout i. Ainsi H'(Rf,Zy(1)) =0 pour i <0 et le
faisceau H2(Rf,Zy(1)) est le faisceau étale associé au préfaisceau :

U H?(f'U,Z(1)) = Pic(f 1 U).

Localement pour la topologie étale, f~'U — U x GN et U est le spectre d’un anneau local régulier. Dans
ce cas on a 0 = Pic(U) = Pic(f ' U). Donc H*(Rf,Zy(1)) = 0. Ainsi

H (Zx(1))=0 pour i=1, H'(Rf.Zy(1))=0 pour i<0 et i=2. (3.4)
D’aprés (3.1), on a une suite exacte longue :

oo M2 (1) D W REZy (1) = H (25(1) > 1 (Z(1) 225 -

D’aprés [CTS87, Prop. 1.4.2], on a une suite exacte :
0->G,x— fGuy—->T -0 (3.5)

et donc ¢ est injectif de conoyau T*. D’aprés (3.4), on a Hl(Zf(l)) =~T" et Hi(Zf(l)) =0 pouri<O0et
i = 2. Ceci donne le premier énoncé.
Le deuxiéme énoncé résulte du fait que : T*®F — = T*® —.

Le troisiéme énoncé résulte du fait que : d’aprés (L1), on a G,, ®" (Déztz'(X)) C Déztz(X). O
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La Proposition 3.1 induit un triangle dans D},(X) :

7y 20 27, () 2 2221 - zZy (1)1 (3.6)
et un isomorphisme :
G, T =HX(Zx(1)®" z§2(1)) = HA(Zx(1)®" Z4(1)). (3.7)

SiY =X xT,la projection X x T — T induit une section de (3.6) :
T*[-1]=15*Z;(1) > Rf.Zy(1). (3.8)

Le résultat principal de cette section est la Proposition 3.5, qui calcule Z(2).

Soit T, := GY. Puisque H(Ty, K1) = k[Ty]* Ty, ceci induit un homomorphisme canonique T —
HO(T,, ;). Pour chaque variété lisse intégre U et tout n € N, le cup-produit

[H"(U,K2) ® H(Ty, Ko)) @ [H™(U, K1) @ H(Ty, Ky)] = H"(U x Ty, Ks)

induit un homomorphisme :
H"(U,K,) & [H"(U,K1)® T;] = H(U x Ty, K). (3.9)

Lemme 3.2. Soit Ty := G et U une variété lisse intégre. Alors, pour tout n € IN, on a une suite exacte canonique
(ou U est défini dans (3.9)) :

0 - HY(U,K,) @ [HY(U, K1) ® T;] = H(U x Ty, K) — HO(U, Ko) ® A2T; — 0.
et un isomorphisme H" (U,KC,) @ [H"(U,K;) ® Tj ] R H™(U x Ty, K5) pourn > 1.

Démonstration. D’aprés (2.1), on a H"(U,Ky) = 0 pour n > 1.
Notons KIM les groupes de K-théorie algébrique de Milnor. Par [Me03, §4], pour toute variété lisse X,
on a un complexe de Gersten :

0 = Byex0 KM (k(x) = Byex KM (K(x) = -+ = BrextnZ — 0

et on note A'(X, K]M) les groupes de cohomologie de ce complexe. Donc A¥(X, Kéw) =0 pouri>1.

Soit fi,..., fy une base de Tj. Ainsi {fil;--':fiq}lsi1<~~<iqu est un élément de AO(TO,Kq). Le A*(U, K,)-
module A*(U x Ty, K,) est libre avec une base consistant en les éléments {fil,...,fiq} pour g =0,1,---,N
et tout g-uplet 1 <i; <ip <---<iy; <N.Pour N =1, ceci est [Me03, Proposition 5.5]. Le cas général en
découle par récurrence (cf. [Me03, Corollaire 5.6]).

Pour KéVI, on a

AMU Ty, K3') = A"(U, K3") @ [@:A" (U, KIT) U {fi}] @ (@i A" (U, Kg) U 1, fi))
Alors le cup-produit induit une injection ('analogue de (3.9))
U
AU, K & [AM(U, KM@ Tg] <> A™(U x Ty, K3")
et coker(Uy,1) = @;;A"(U, Kéw) U{fi, f;}. Donc le morphisme (cf. [Me03, (5.8)]) :

ANU, K" ® A’ Ty — coker(Uy 1) :a®(f; A fj) > aU{f, £}
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est bien défini et c’est un isomorphisme. Ceci donne une suite exacte
0> A™(U, KM@ [A"(U, KM@ T;] = A™(U x To, KM) - A™(U, KM) @ A2T; — 0.

Donc U: A"(U, KM@ [A"(U,KM)® T;] — A™(U x Ty, KM) pour n > 1.

Pour tout corps F et i = 0,1,2, on a KZ.M(F) = K;(F) (voir D3 dans [Ro96, (112)]). D’aprés (2.1),
pour j = 0,1,2, on a donc un isomorphisme canonique Al(X, K]M) S HI(X, K;). Ceci donne le résultat
annonce. O

Lemme 3.3. Les faisceaux Hi(Zf(Z)) sont nuls pouri <1 eti=3.

Démonstration. On suit la démonstration dans [Mel6, pp. 10] ' '
Puisque Zx(2) et Zy(2) sont supportés en degrés 1 et 2, on a H'(Z(2)) = 0 pour i <0, R'f,.Zy(2) =0
pour i <0, R'f,Zy(2) = Hi(Zf(2)) pour i >3 et H3(Zx(2)) = 0. Ainsi on a une suite exacte longue dans

la catégorie des faisceaux étales sur X :

0

HZ(2) —= H'(Zx(2)) —> R f.Zy(2) —
HUZ(2)) — H}(Zx(2) —— R*f.Zy(2) — H*(Z(2)) —O.

Les faisceaux H'(Zx(2)) et R! f,Zy(2) sont les faisceaux étales associés aux préfaisceaux :
U +— H (U, Z(2)) = K3,1,4k(U) et Ur—H(f1U,Z(2)) = K3 jnak(f 1 U).

Localement pour la topologie étale, f ' U — U xGY, et dans ce cas on a K3,inak(U) = K3 inak(f1U), car
K3 inak(U) = K3 jnak(U x GY) (cf. [EKLV, Lem. 6.2]). Donc s est un isomorphisme.
Les faisceaux H?(Zx(2)) et R?f,Zy(2) sont les faisceaux étales associés aux préfaisceaux :

Ur— H*(U,2(2))=H%U,K;) et Ur—H*(f'U,2(2))=H(fU,K,).

Localement pour la topologie étale, f ' U — UxGY, et dans ce cas le morphisme canonique H(U, K,) —
HO(f~'U, ;) est injectif puisque que f U — U admet alors une section. Donc s; est injectif.

On a donc établi Hi(Zf(Z)) =0 pouri<1.

Le faisceau R®f,Zy(2) est le faisceau étale associé au préfaisceau :

Ur—H(f'U,z(2)=HY(fU,K,).

Localement pour la topologie étale, f'U — U x GY. Notons T := G. Dans ce cas, par le lemme 3.2, on
a un isomorphisme :

HY(U, K)o [H (U, K)® Tyl » H' (f U, Ky).

Puisque /C, est un faisceau de Zariski, le faisceau associé a {U > H'(U,K,)} est 0 et donc le faisceau
associé a {U > H(f LU, K,)} est 0. Ainsi R3£,Zy(2) est 0, et H3(Zf(2)) =0. O

Notons Z¢(®) le cone du morphisme Zx(1) &L Zx(1) = R=2£,Zy (1) ®" RS2 £, Zy(1). Soit 6 la com-
position des morphismes

1

R2(Zy (1)@ RE2£.Zy (1) > REZy (1) & REZy (1) 2

RE(Zy(1)® FREZy(1) 2 RE(Zy(1) 8L Zy (1) - REZy(2).
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oi 0; est le morphisme canonique induit par ®" (cf. [F, p. 306]) et 6, est induit par le morphisme
d’adjonction f*Rf,Zy(1) — Zy(1). Le morphisme 6 induit un diagramme commutatif de triangles :

idxd(1)

Zx(1)®" Zx(1) —— Zx (1) ®" RS2 £ Zy (1) —— Zx (1) 8" Z5%(1) — Zx(1) 8" Zx(1)[1]
- fH(1)xid :3 hy (1)
Zx(1)®" Zx(1) — R=?f,Zy(1)®" R £.Zy(1) zfv<®> Zx(1)&r Zx(1)[1] (310)
U 0 :3 he (2) u[1]
d(2) ¥
Zx(2) Rf.Zy(2) Z4(2) Zx(2)[1],

ou hy et hg sont donnés par les axiomes des catégories triangulées. Le morphisme hg o h; induit un
morphisme

, (37)
hiy: Gux® T = HY(Zx(1)®" Z77(1) —» HA(Zg(2)).

Par le Lemme 3.2, il y a une composition de morphismes de groupes
HO(Y x T,K3) > HO((Y x T)g, K)'* — (HO(Yg, Ko) @ A2T*) = (AT 5 (A2 T*)(X),

ot (A2T*)(X) est le groupe de sections du faisceau (A?T*) sur X. Définissons :

ho,(X): HO(Y,K,) P HOY x T, K,) — (R2T*)(Y) = (A2T*)(X),
oup:YxT —=Y:(yt)—t-p estaction. Ceci induit un morphisme de faisceaux :
hy,: R*fZy(2) > A*T".
Lemme 3.4. Supposons que T = GL et Y — X est un T -torseur trivial. Alors le complexe

(f*(2),h) hg
———

0— HX(Zx(2)®(G,x ®T") R f,Zy(2) =5 A’T* -0

est exactement la suite exacte de faisceaux étales associé @ la suite exacte de préfaisceaux qui envoie U € Sch/X d
la suite dans le Lemme 3.2.

Démonstration. Dans le diagramme (3.10), la section (3.8) induit une section de id xd(1) :
st Zx(1)® Z(1) = Zx (1)@ R £ Zy(1).

Donc hy; est la composition d(2) o 0 o (f#(1) x id) o s. D’aprés (2.4), O est induit par le cup-produit
de groupes de K-théorie HO(U x T,K;) ® H(U x T,K;) — H%(U x T, K,) pour tout U sur X, et donc
(f#(2),h1,1) est le morphisme induit par (3.9) pour tout U sur X.

Pour tout U € Sch/X, soit ¢y : H(U x T,K5) — A?T* le morphisme dans le Lemme 3.2. Ceci induit
un diagramme avec le carré (5) commutatif

(idxxm)* (idyxepxidr)*

HY(X xT,K,) HYXxTxT,K,) HY%XxT)
l¢x (4) lcpyo(rxidﬂ* (5) ld)x
A?T* = A?T* = AT,

oum:TxT — T la multiplication et 7 : Y = X X T une trivialisation. Puisque (idx xm)o (idx xep xidp) =
idyxr, le carré (4) est aussi commutatif. Donc hf),z(X) = ¢y, et h6’2 est le morphisme associé a ¢y pour
tout U € Sch/X. ]
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’

h
D’aprés le Lemme 3.4, la composition H*(Zx(2)) — R2f.Zy(2) — A2T* est nulle et il existe un
morphisme

hoo : H(Zf(2)) - A*T*.

Nous pouvons maintenant établir :

Proposition 3.5. On a T53Zf(2) = Hz(Zf(Z))[—Z] et une suite exacte de faisceaux étales sur X :

0,2

% hl'l 2 h' 2%
0 — Gy x ® T —> HA(Z(2)) 2> A2T* — 0. (3.11)

Démonstration. D’aprés le Lemme 3.3, il suffit de montrer que localement pour la topologie étale la suite est
exacte. Localement pour la topologie étale, Y — X x G, et le résultat découle donc du Lemme 3.4. [

Explicitons ce que donne la cohomologie de cette suite exacte de faisceaux.

Théoréme 3.6. Soient X une k-variété lisse géométriquement connexe, T un k-tore et f : Y — X un T -torseur.
Alors on a deux suites exactes longues de Ty -modules :

0> k[X]"®T* > H* (Xt Zf(2) > A°T k, Pic(Xp)® T* — H (X, Z£(2)) - 0

et

0 — H(X;, KC3) —— H(Y;, Ky) H'(Xp, Ky)

H2(X;, Z;(2))

—— H' (Y, ) —— H?(Xg, Z(2)) — HY(Xp, Zx(2) — H (Y, Zy (2)),

ot :
(1) le morphisme h est donné par :a Ab+— a® d(b) —b® d(a) avec d: T* — Pic(Xy) le morphisme associé
au torseur Y — X sous le tore T (induit par (3.5));
(2) la composition de morphismes

Pic(Xz)® T* — H? (Xt, Z£(2)) —» H* (X, Zx(2)),
est induite par Uintersection :

Pic(Xp)® T* 2% Pic(Xz) x Pic(Xg) — CHA(X;) — H¥(Xg, Zx(2)).

Démonstration. Sur k, on a T* = ZN, donc
HY (Xp, A’T) =0 et H' (XpGpx®T)=H (X;, G, x)@T"

(le premier énoncé utilisant la lissité de X). D’aprés la Proposition 3.5, H (Xp, Z5(2)) = Hi_Z(X,;, Hz(Zf(Z)))
pour chaque i < 3. En appliquant H'(X},—) aux suites exactes (3.2) et (3.11), on déduit les deux suites
exactes longues.

La composition dans I’énoncé (2) est induite par Zx (1) ®" Z}%z(l) — Z¢(2) = Zx(2)[1]. D’aprés les
carrés (1), (2) dans le diagramme (3.10) et (2.5), on a un diagramme commutatif :

Pic(X;)® T* — 2% H2(X;, Zx (1)) ® H2(Xg, Zx (1)) <—— Pic(X;) ® Pic(X)

| BT

H3 (X}, Z(2)) H* (X, Zx(2)) "CH?(Xg),

2.3)



Y. Cao, Troisiéme groupe de cohomologie non ramifiée des torseurs universels sur les surfaces rationnelles 13

ou U est 'intersection. L'énoncé (2) en découle.
Etablissons 'énoncé (1). On a un diagramme commutatif de triangles :

Zx(1)®" Zx(1) Zx(1)®" RS2, Zy(1)

Zx(1)e! Z5(1) —=
RE2[Zy(1) @ 252 (1) —= R[22y (1) @1 R £Zy (1) —= RS2 [ Zy (1) @ 272 (1) ——

73 (1) e Zx(1)

7 Z7*(1)®" R £Zy(1)

f

+1 +1 +1

Par la définition de Z¢(®) et la démonstration de [BBD, Prop. 1.L11] appliqué au diagramme ci-dessus, on
a les triangles ([BBD, pp. 25, Diagramme (1) et (2)]) :

h
Zx(1)& Z52(1) -5 Zs(®) - Z7(1) 8" R £.Zy (1) T,
h
73 (1) 8" Zx(1) > Z(®) - R £Zy (1) & Z52(1)
et donc on a un diagramme commutatif de triangles (le lemme 3.7 ci-dessous) :
hy+h 1
[Zx (V)& ZF ()] 8 [Z5°(1) & Zx(1)] ——— Z¢(®) Z7? (1) et 27 (1)

. | [ on

Zx(1) e Z73(1) R2£Zy(1) & Z52(1) — Z32(1) oL Z34(1) 2+

f f f

hgoh h
Notons Z(A) le cone de Zx(1)®F Z?Z(l) SLEEN Z¢(2), ou Zf(®) = Z¢(2) est le morphisme du
diagramme (3.10). Par les Propositions 3.1 et 3.5, on a T<3Z(A) = A2T*[-2].

Notons 7 : Z}%z(l)@)L Zx(1) = Zx (1) Z?z(l) Pisomorphisme canonique. Puisque le produit Z(1)®"

Z(1) — Z(2) est symétrique, on a hg o h; o T = hg o h;, et un diagramme commutatif de triangles :

[Zx ()" Z2 (D)8 [Z2(1) 8" Zx(1)] "2 Z,(8) — Z5(1) oL Z5(1) 1~
lidJrT he : hy (3.13)
hgoh ¥
Zx(1) 8" Z5%(1) - 7(2) Z(n) ——,

et P’homomorphisme h est induit par le deuxiéme triangle. Puisque [Z}%z(l) e Z?z(l)] = (T"®T)[-2],

’

- h
le morphisme /4, induit un morphisme de faisceaux k-constants : T*® T* —> A2T*. On peut calculer k],
en se ramenant au cas Y — X x T, et dans ce cas, h(, est exactement le cup-produit a® b — a A b. En
général, i/, est donc le cup-produit. Appliquons H?(—) au diagrammes (3.12) et (3.13), on a un diagramme
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commutatif a lignes exactes

0

Gm,X ®T*

Prl]

0 — (G, xT")®(T*®G, x)

jl’d'{"[]

Gm,X ®T*

R Zy()®T —=T'®@T* —=0

]

T"eT ——0

H(Zs(®))
l lcup—produit
H*(Z4(2))

AT  ——0

ou la premiére ligne est (3.5)®T", la troisiéme ligne est la suite exacte (3.11) et 7y 'homomorphisme induit
par T en degré 1, i.e.
T T?®G,x > Gpx®T 1 t®x > —x®t.

Appliquons H' (X}, —) au diagramme ci-dessus, on a un diagramme commutatif :

- cup—produit

T"Q®T* — T"®T* A2T*
laxl’d'p& ja‘@ lh
. pn . . id+1 .
Pic(Xz)®T* Pic(Xp)® T*® T* ® Pic(X}) Pic(Xz)®T".

Donc pri(dg(a®b)) = d(a) ® b. Par le méme argument, pry(dg(a®b)) =a® d(b). Ainsi on a : dg(a®b) =
(da)®b,a®d(b)) et h(aAb)=a®d(b)-b®J(a). O

hi ) & +1 .
Lemme 3.7. Soient D une catégorie triangulée et A; — B — C; —> deux triangles pouri = 1,2. Alors on a un
diagramme commutatif de triangles :

h+h
A @A, — 2 B p— !
Przl lgl l:
oh
A2 10 Cl D +1

oi D est le cone de (gy o hy).

Démonstration. Puisque Cone(pr,) = A[1] = Cone(gy), d’aprés [KS, Exer. 10.6], on a un diagramme com-
mutatif de triangles :

A, = A, 0 +l
hy+h
A1®A) 1 B Cone(hy + hy) . S
pr; 81
oh
A, 8101 C, D +1
+1 +1 +1

Donc Cone(hy + h;) = Cone(g; o hy) = D, d’ou le résultat. O
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4. Cohomologie motivique a coefficients Z(2) des torseurs universels sur
une surface géométriquement rationnelle

Soit k un corps de caractéristique 0. Soient X une surface projective lisse géométriquement rationnelle
sur k, et g:7 — X un torseur universel de X. Le résultat principal de cette section est le Théoréme 4.7.

Lemme 4.1. Supposons que k est algébriquement clos. Soit X une k-variété projective, lisse, rationnelle, connexe.
Soit T — X un torseur universel sous le tore T. Soit T une T -variété torique, projective, lisse. Soit T¢ =T xT T,
Soit Z une T -orbite de codimension | dans TC. Notons Z := Z xT T C TC. Alors Z est lisse, k[Z]* = k*,
Pic(Z)=2Z!, Br(Z) =0, H(Z,Z/n) = 0, H2.(Z,Q/Z(1)) = 0 et H*(Z,Z/n(1)) = (Z/n)".

Démonstration. Notons [’ := dim(T)—I. Puisque Z est une T-orbite de codimension /, par le Théoréme 2.2,

il y a une sous-variété torique affine U C T telle que U = A’ xG/, comme variété torique et Z C U. Alors il

y a un homomorphisme G, — T tel que Z — T/G/,. Notons ¢ : T — T/G, = Z. Alors Z := (T/G!,)xT T.
.

Par la construction géométrique de H'(X, T) — H'(X, T/G!,), le morphisme Z — X est un torseur sous
T/Gl, et [Z] = ¢.([T]). Ainsi Z est lisse. Par [CTS87, §2.1] (ou [S, Prop. 6.10]), on a un diagramme

commutatif a lignes exactes :

0 — k[X]/k* —= k[Z]*/k* — (T/G! )* — Pic(X) —= Pic(Z) —= 0

M T R

0 — K[X]*/k* — k[T ]*/k* T* —= + Pic(X) —= Pic(T) —= 0.

Puisque Pic(7) = 0 (Théoréme 2.8), on a k[Z]* = k* et Pic(Z) = Z". Par [HS, Théoréme 1.6] et le fait que
X est rationnelle, on a Br(Z) = 0. Ainsi H2,(Z,Q/Z(1)) = 0. Le reste du résultat se déduit de la suite de
Kummer. O

Lemme 4.2. Supposons que k est algébriquement clos. Soient X une k-variété projective, lisse, rationnelle et
T — X un torseur universel. Le morphisme naturel H' (X, K,) — HY(T,K,) est nul.

Démonstration. On a un diagramme commutatif :

0

Pic(X)® k> HY(X,K,)

| |

0 =Pic(T)®k* —= HY(T, K,).

D’apreés [Pir, Prop. 2.6], le morphisme 6 est un isomorphisme. On a Pic(7) = 0 par le Théoréme 2.8. Donc
HY(X,K,) = HY(T,K,) est nul. O

Théoréme 4.3. Soit X une k-variété projective, lisse, géométriquement intégre et géométriquement rationnelle.
Soit g : T — X un torseur universel de X. Alors on a H3.(Tz,Q/Z(2)) = O et une suite exacte naturelle de
[} -modules :

0 — HY(T;, K,) — Sym?Pic(X;) — CH2(X;) — CH2(T;) — 0, (4.1)
ou U est induit par le produit d’intersection Pic(Xg) x Pic(Xz) — CH?(Xp).
Démonstration. Soient T¢ une T-variété torique, projective, lisse et 7 := T x! T¢. Puisque X est ration-

nelle, H3,(Xz, Q/Z(2)) = 0 et T} est rationnelle. Ainsi ng(TIf, Q/Z)=0.
Par la résolution de Gersten, on a une suite exacte :

0 — Ha (T, Q/Z(2)) — Hi (T, Q/Z(2)) — ker (1)
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ou

lp : @xe(QC\Z;)(O)HZ(]E(X), Q/Z(l)) - @xe(QC\E)(I)Hl (IE(X), Q/Z)
Soit S; 'ensemble des Tj-orbites de codimension 1 de TEC. Pour Z € Sy, notons Z := Z x! T c T°. Alors
S (T T et

ker(y) C ®zes, Har (2, Q/Z(1)) C ®yere\ g0 H' (k(x), Q/Z(1)).

D’aprés le Lemme 4.1, ker() = 0, et donc H3,(7;, Q/Z(2)) = 0.
D’aprés le Théoréme 3.6,

H?(X;, Zg(2) = T*® T/ A* T* = Sym*T* = Sym*Pic(Xz).

Par le Théoréme 2.1, CH*(X}) = H*(X}, Z(2)) et CH*(7;) = H*(7;, Z(2)). Pour tout x € Xj, la fibre

Tiy = G:;Zig)) et donc CHi(ﬁ’x) = 0 pour tout i > 1. D’aprés [Ro96, Cor. 8.2], le morphisme de restriction

CHz(X,;) — CH2(7;;) est surjectif. On conclut alors avec le Lemme 4.2 et le Théoréme 3.6. O

Corollaire 4.4. Sous les hypothéses du Théoréme 4.3, soient U C X un ouvert et Ty :=T xx U. Supposons que
codim(X \ U, X) > 2 et HY(X},K;) = HY (U, K,). Alors on a ng(TU’,;, Q/Z(2)) = 0 et une suite exacte
naturelle de 1} -modules :

0 — HY(Ty 1, K,) — Sym?Pic(Ug) — CH*(Up) — CH?(T, ;) — 0.

Démonstration. Puisque la cohomologie non ramifiée ne dépend pas des sous-ensembles de codimension
> 2, ona H3 (T 1, Q/Z(2)) = 0 et H3.(Ug, Q/Z(2)) = 0. Par le Théoréme 2.1, CH*(Uy) = H*(Ug, Z(2)) et
CHZ(TUJ;) = 1H4(TU’,;,Z(2)). D’aprés le Théoréme 3.6, on a un diagramme commutatif de suites exactes :

HY(Xp, k) —2 H' (T}, K) —= Sym?Pic(Xg) —> CH?(Xf) —> CH(Tf) —= 0

S

HY (U, Kp) — H' (Tyy 3, K ) — Sym?Pic(Up) — CH?(Up) —= CH2(Ty; )
Le résultat en découle. O

Proposition 4.5. Supposons que k est algébriquement clos. Soient X une k-surface projective lisse rationnelle et
T un torseur universel sur X. Alors CH*(T) = 0.

Démonstration. On a un diagramme commutatif :

Pic(X) x Pic(X) —— Pic(7) x Pic(7)

! !

CH?(X) CH?(T).

D’aprés le Théoréme 4.3, le morphisme CH?(X) — CH?(T) est surjectif. Donc le morphisme Pic(7) x
Pic(7) — CH?(T) est surjectif. Puisque Pic(7) = 0, on a CH?*(7T) = 0. O

Une conséquence immeédiate du Théoréme 4.3 et de la Proposition 4.5 est :

Corollaire 4.6. Soient X une k-surface projective lisse géométriquement rationnelle et T un torseur universel sur
X. On a alors une suite exacte naturelle de réseaux galoisiens

0 — HY(T;, K,) — Sym?Pic(X;) = Z — 0.
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Théoréme 4.7. Soient X une k-surface projective lisse géométriquement rationnelle et T un torseur universel sur
X. Alors

(1) Les groupes H*(T,Z/(2))/H*(k, Z(2)), % et CH?(T) sont finis;

(2) On a des suites exactes

0 — HYT,Z(2))/H*(k, 2(2)) » H' (k, H (T}, K,)) — Ker(H5(k, Z(2)) — H>(T, Z(2)))

et
(Sym?Pic(Xp)* — Z = CH2(Xz) — H'(k, H'(T;, K,)) — H' (k, Sym?Pic(X;)) — 0;

0.

. . 7,Q/Z(2))
(3) Si H!(k, Sym2Pic(X3)) = 0 et X(k) = 0, alors §k+z‘)))
Démonstration. Par la Proposition 4.5 et le Théoréme 4.3, CH2(7;;) =0, HY(7;,Z(2)) = 0 et HY(7;,K,)
est de type fini sans torsion. Ainsi H!(k, H (7, K5)) est fini. Par [CT15, §2.2] et le fait que H(7;, K,) est
uniquement divisible (Corollaire 2.9), on a une suite exacte :

H*(k, Z(2)) -» HY(T,2(2)) - H'(k, H'(T;, K5)) — Ker(H>(k, Z(2)) — H>(T, Z(2))). (4.2)

La premiére suite exacte de (2) en découle. Par la suite exacte (2.3), les groupes % et CH*(T)

sont finis.

Puisque IH4(X,;,Z(2)) ~ CHz(X,;) ~ 7, ona H'(k, 1H4(X];,Z(2))) = 0. Une application du Corollaire
4.6 donne la deuxiére suite exacte de (2).

Soit F ¢ T un sous-ensemble fermé de codimension > 2. Alors CH?((7 \ F)z) =0,

Hy (T \ F)g, Q/Z(2)) = H(T;, Q/Z(2)) = 0 et donc  H*((T \ F);, Z(2)) = 0.

Par la résolution de Gersten (2.1), on a un isomorphisme entre H%(73,K,) et H((Z7 \ F);, K5) et donc
HO(T \ F);,K,) est uniquement divisible. D’aprés [CT15, §2.2], la suite exacte (4.2) vaut aussi pour 7 \ F.
Donc on a un morphisme naturel injectif :

HYT \ F,Z(2))/H*(k, Z(2)) = H' (k, H' (T \ F)}, K3)), (4.3)

qui est un isomorphisme si (7 \ F)(k) = 0.
Sous les hypothéses de (3), soient x € X(k), U := X \ {x} et 7y :=T xx U. Alors codim(7 \ 7,7 ) > 2
Par la résolution de Gersten (2.1), on a une suite exacte :

0— H'(Xt,Ky) » H (U, Ky) > Z - x 2 CH?(X;) — CH?(Ug) — 0.

Puisque ¢ est un isomorphisme, on a H!(Xp, K,) = H (Uk,lCz) et CH%( Uz) = 0. D’aprés le Corol-
laire 4.4, HI(TUJ;,ICQ) x~ SymZPic(X,;). Par hypothéses, H'(k, H! (Ty 1, K2)) = 0. D’aprés (4.3), le groupe
H*(Ty,Z(2))/ H*(k,Z(2)) est trivial. Une application du fait H3.(7,Q/Z(2)) = H2.(Ty, Q/Z(2)) donne
(3)- O

Remarque 4.8. Dans le Théoréme 4.7, le critére H' (k, SymzPiC(X,;)) = 0 n’est pas birationnellement in-

variant. En fait, soit X une surface projective lisse géométriquement rationnelle avec X(k) = 0 et X’ un
éclatement de X en un k-point. Supposons H!(k,Pic(Xj)) # 0 (cf. [Ma, §31] pour des exemples). Alors

P1C(X ) = Pic(X;)®Z et
H'(k,Sym®Pic(X})) = H' (k, Sym?Pic(X;) @ Pic(X;) @ Z).

Alors, méme si H'(k,Sym?Pic(Xz)) =0, on a H(k, SymzPic(X]é)) = 0.
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Corollaire 4.9. Sous les hypothéses du Théoréme 4.7, le morphisme canonique H3 (T ,Q/Z(2)) — H2.(T,Q/Z(2))
est surjectif-

Démonstration. Par [CT9], Suite 3.10], on a une suite exacte :
0 - NH3T,Q/Z(2)) - H3(T,Q/Z(2)) —» H3(T,Q/Z(2)) - CH*(T) @ Q/Z.

Par le Théoréme 4.7, CH?(T) est fini, et donc CH?(7)® Q/Z = 0. Donc le morphisme H3(7,Q/Z(2)) —
H3.(T,Q/Z(2)) est surjectif. O

5. Surfaces de Chatelet généralisées

Dans cette section, X est une surface de Chatelet généralisée, c’est-a-dire un fibré en coniques sur IPi

possédant une section sur une extension quadratique k” de k. Soient 7 un torseur universel de X et 7 une
Hy (T°,Q/Z/(2))

W est annulé

compactification lisse de 7. Alors Xy est k’-rationnel et, par le corollaire 2.10,
par 2.

Le résultat principal de ce paragraphe est :

Théoréme 5.1. Soient X une variété lisse projective, P(t) est un polynome séparable et supposons que X contienne

un ouvert de la forme Spec k[y,z,t]/(v* — az® = P(t)). Soient T un torseur universel de X et T° une compacti-

fication lisse de T . Supposons que X (k) = 0. Alors % =0

Dans ce théoréme, P(t) est un polynéme séparable de degré quelconque (dans la définition des surfaces
de Chatelet généralisées dans [CT87], P(t) est de degré 3 ou 4).

Démonstration. Si X et X; sont birationnellement équivalents, alors Xj (k) = 0 et il existe un torseur uni-
versel 7, de X, tel que 7 et 7,° soient stablement birationnellement équivalents par [CTS87, Prop. 2.9.2].
Donc on a H2.(T¢,Q/Z(2)) — ng(Tlc, Q/Z(2)). C’est-a-dire que l'on peut remplacer X par Xj. Ainsi,
comme dans [Sko, p. 135], on peut supposer que X est une variété qui vérifie les conditions de la Propo-

sition 5.2 ci-dessous. Par la Proposition 5.2, on a H!(k, SymzPic(X,;)) = 0. D’aprés le Théoréme 4.7, on a

H3.(TQ/2(2)) _
Eoze) — O O

Proposition 5.2. Soient P(t) € k[t] un polynome séparable de degré pair, (P;(t));cr Ses facteurs irréductibles, et
a € k un élément tel que a n’est un carré de k[t]/P;(t) pour aucun i € I (i.e. chaque P;(t) est irréductible dans
k(\/a)[t]). Soit X; (resp. X,) une sous-variété fermée de P2 x (P1 \ co) (resp. de P? x (P1\ 0)) avec les coordonnées
(v :z:ust) (resp. (v’ : 2" u'st’)) donnée par v> —az> — P(t)u? = 0 (resp. (v')> —a(z’)? = P((¢')~)(u’)? = 0).
On recolle Xy et Xy sur P1\ (0U o) part = (t')', v =v/, z=2" et u=(t')?u’, et on la note par X. Notons
T* := Pic(X}). Alors on a H'(k, Sym?2T*) = 0.

Notons k’ := k(+/a). Soient o € Gal(k’/k) I’élément non-trivial, (P;(t));c; les facteurs irréductibles de
P(t), et (ej,);,cj, les racines de P;(t) dans k. Soient O, i ensemble des I} ,-orbites de J; x J; sii =i, et O;;
Pensemble des I} -orbites de J; x];/ ~, ou ~ est donné par (ji, j/) ~ (j/, ji). Soit A; Torbite diagonale de O; ;.
Pour une orbite S, on note |S| le nombre des éléments de S. L'action de I} sur J; et J;» induit une action de
o sur O; ;. Ainsi 0(A;) = A;.

Lemme 5.3. Sil|J; | est impair, alors il existe au moins une orbite S € O; ; pour chaquei = i, telle que 0(S) = S.
Démonstration. Puisque I'action de I}, sur J; est transitive, pour chaque orbite S € O; ;, |S| est divisible par

|Jil. Donc si S # 0(S), |SUG(S)| est divisible par 2-|J;|. Puisque |J;, x J;| = |J; | -|]i| et |J;, | est impair, il existe
au moins une orbite S € O; ; telle que o(S) =S. O
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Lemme 5.4. Pour chaque i et chaque orbite S € O, ;, on a 2 -|S| est divisible par |J;|. De plus, si|J;| est pair,
alors il existe au moins une orbite S € O; ;, telle que 0(S) =S et |S| =s-|[;|/2, o1 s est un entier impair.

Démonstration. Soit (j;,j;) un élément de lorbite S € O; ;. Pour l'action de [}/, soit St; (resp. St; ;) le

)

stabilisateur de j; (resp. de (jj, j/)). Ainsi 8l y a g € T} tel que g(j;) = j; et g(j/) = ji, alors

Stj i =(Stjn(g-St;-g ) U((g-St;))N(g-(g-St;-g~ 1)) =(St;N(g-St;-g ) U(g-(St;N(g-St;-g™)));

sinon, St; i est un sous-groupe de St;. Ainsi 2 [[}, : St; ;] est divisible par [[} : St;], et donc 2-[S]| est
divisible par |J;].

Supposons que |/;| est pair. On a |J; x J;/ ~ | = |J;||J; — 1|/2. D’aprés argument du Lemme 5.3, il existe
au moins une orbite S € O; ;, telle que 0(S) =S et |S| =5-J;|/2, ou s est un entier impair. O

Démonstration de la Proposition 5.2. Soient F le diviseur de Xj défini par ¢ = co, G le diviseur de Xj défini
par (u,y—+az), G’ le diviseur de X; défini par (u,y+/az), D;, le diviseur de X} défini par (t—e]-i,y—\/az)
et D]fl_ le diviseur de X défini par (t —ej,y + Vaz), pour chaque i € I et chaque j; € J;. Pour chaque i €I,
on note D; := Z]-Z_GL_ Dj, et D; := Zjiéfi D]fi. Pour chaque orbite S € O, ;/, on note

Dg := Z D, -D;, € Sym®Pic(X;) et Dj:= Z D - D, € Sym*Pic(Xj).
(i €S (i )ES

D’apreés la démonstration de [CTCS, Prop. 5.1] (cf. [CTSSD, Section 7] pour plus de détails dans le cas
ou deg(P) = 4), T* = Pic(Xy) est engendré par (D;,);cu,j, (D]fl_ )ieuJi» F» G et G', et les relations sont :
G'-G=X%%;Dj - ZiTUilF et Dj + D]fl_ = F pour chaque j;. Ainsi Pic(Xt) est un Z-module libre de base
(Dj)j.eu;» F et G, et Paction de I} sur cette base est de permutation. Donc I'action de I} sur Sym2 T est
aussi de permutation. Ainsi H'(k’,Sym?T*) = 0. Par la suite spectrale de Hochschild-Serre, on a :

HY(Gal(k'/k), (Sym?T*)%) = H' (k, Sym>T*).
Ainsi il suffit de montrer que H'(Gal(k’/k), (Sym?>T*)¥') = 0.

Lidée de la démonstration de P'égalite H'(Gal(k’/k),(Sym?T*)¥') = 0 est de trouver une filtration
Gal(k’/k)-invariante de (Sysz*)r"’ telle que la cohomologie des quotients successifs est 0. En fait, on
trouve des sous-groupes A; C (Sym?T*)¥, [ = 1,...,m, tels que (Sym?T*)lv = EBIAZ, le sous-groupe
@50:1 A; € (Sym2T*)l soit Gal(k’/k)-invariant, et Hl(k,A;O) = 0 pour tous les [y = 1,...,m, ou A;O =

1 AV B A

Puisque Pic(Xy) est un Z-module libre de base (D;,)jcu,j,» F et G, le Z-module (Sym2T*)l est libre
de base F-F, F-G, G-G, (F-D;)ics, (G- D;)ies et (DS)SEUi,i’eIOi,i"

D’aprés le Lemme 5.4, pour chaque i avec [J;| pair, on choisit une orbite SIQ € O; ; telle que O'(Slp) = Sl-O
et |Si0| = s;-|Jil/2, ot s; est un entier impair. $’il existe au moins un iy tel que |J; | est impair, on choisit une
orbite Sil € 0, telle que G(Sil) = Sil pour chaque i # iy avec |J;| impair.

Dans la base de (Sym?T*)', on peut remplacer Dsil par D; - D; (si iy existe), pour tous les i # iy avec
|/;| impair. On définit (Al)léz1 :

Ay est le Z-module libre de base F - F, (F-D;)icy, || impair €t (Diy - Di)iziy, 1] impair (51 ig existe).

Aj est le Z-module libre de base (F - D;)icy, || pair €t (DS?)ieI, il pair-

Aj est le Z-module libre de base G- F.

Ay est le Z-module libre de base (Ds)sco,, ot

O := U O, M(A)ir (SO pairs (S ieio, 11 impair}-

i,i’el
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As est le Z-module libre de base (G- D;)icy et (Dy,)ier-

Ag est le Z-module libre de base G- G.

Ona (Sym>T*)l 5 Py, Ay Puisque G'=G = 2,3 D; Ll F, D; +D! = F, 0(8?) = 80, 0(8}) = 8,
0(A;) = A; et Og est o-invariant, on a que @;‘LlAl C (Sym?T*)'¥ est Gal(k’/k)-invariant pour chaque
lo = 1, ooy 6

Pour tous les 1 <1 < 6, notons A;O = ;021 A/ @502_11 A;. Alors Al'0 est un Gal(k’/k)-module et

I
A, = DA - A (5.1)
=1

est un isomorphisme de groupes abéliens.

Il suffit de montrer que Hl(Gal(k’/k),A;O) =0 pour tous les 1 <1 <6.

Pour Iy = 1, si iy n’existe pas, ona A; = Z-(F-F) et H'(Gal(k’/k),A;) = 0.

Supposons que iy existe. Soit By le groupe abélien engendré librement par F-D; et F - Di'o. Ainsi
H'(Gal(k’/k), B;) = 0. Soit Bj le sous-groupe de A; engendré librement par |J; |F-F, F-D;, |J; |F - D; pour
tous les i # i avec |J;| impair et D; - D; pour tous les i # iy avec |J;| impair. Ainsi |A;/B]| = |]Z-0|M, ou M
est le nombre de i € I avec J; impair. Donc |A;/B]| est impair. Puisque F - Dl.’0 =|J;,|F-F—F-D;, By est un
sous-groupe de Bj.

Notons C; := B}/B;. Ainsi C; est engendré librement par les classes de |Ii,|F - D; et de D; - D; pour
tous les i # iy avec |J;| impair. On a

o(D;j,-D;) = D] - D} =|[IF - D; ~IJ;,IF - D; + D;; - D;.

Ainsi C; est engendré librement par D; - D; et o(D;, - D;) pour tous les i # iy avec |J;| impair. Donc C; est
Gal(k’/k) invariant, et H!(Gal(k’/k),C;) = 0.

Puisque H'(Gal(k'/k),B;) =0, on a B} est Gal(k’/k) invariant, et H!(Gal(k/k), B}) = 0. Donc A,/B;
est Gal(k’/k) invariant, et H'(Gal(k'/k),A;/B}) = 0, parce que |A;/B/| est impair. Donc A; est Gal(k'/k)
invariant, et H'(Gal(k’/k),A;) = 0.

Pour [y =2, soit B, un Z-module libre de base (G(Dsio))ieL il pair €t (Dsf)iel, il pair- On 2
H'(Gal(k’/k),B;) =0.On a

o(Ds))=Dso= ) ((F=Dj)-(F=Dj,)=Dj-D;,)=IS/PF-F~ ) (D;+Dj,)-F.
(jirjir)ES? (jirjir)€S]
Puisque 0(Dgo) — Dgo est I} -invariant, Z(j,-,ji/)eso(Dji +Dj,) est [ -invariant et donc
0(Dgo) — Dgo = |S?|°F - F —s;F - D;.

Alors Im(B, C (A; ®A;) — A}) est le sous-groupe engendré par Iélément (s;F-Dj)icr |y | pair €t
(Dso)ier, |1;| pair- D’aprés (5.1), la composition B, C (A ®A) — A} est injective, et |A5/Bol =Ty, |1,] pair Si-
Ainsi |A}/B,| est impair, et donc H'(Gal(k'/k), A3/B;) = 0. Ainsi H'(Gal(k'/k), A}) = 0.
Pour [y =3,0na
2i il

2

F-F.

o-(F~G):F~G’:F-G+ZF-D,-—
i

Donc (0(F-G)—-F-G) € Ay®A,;. Alors l'action de Gal(k’/k) sur A est triviale, et donc Hl(Gal(k’/k),Aé) =
0.

Soit (F-E) € (Sym2T*)!¥, ou E € T*. Alors E € (T*)'¥. Ainsi E est une combinaison de G, F et (D;)icj,
alors (F-E)e A; ® A, ® Aj.
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Pour /) = 4,0n a (D]fi -D]fi,) =Dj,-D;, +F-(F-Dj,~D;,) et donc pour chaque orbite S, (0(Ds)~Dqs)) €
A ® A, ® As. Ainsi dans (69;1:1141)/(@13:1141), on a 0(Dg) = Dy(s). Donc I'action de Gal(k’/k) sur A} est
une permutation, et Hl(Gal(k’/k),AZI) =0.

Lillil

Pour [y = 5, en utilisant G'— G = Y;XY;D; — =5-F, on trouve
(Gl' Di _DAi -G 'Di) S A1 EBAQ @A4.
Ainsi A7 est engendré librement par G”- D; et G- D; pour tous les i € I. On a
G(G"Di): G-D{:—G-Di+|]1‘|G-F.
Donc dans A%, on a ¢(G’- D;) =—G- D;. Donc H!(Gal(k'/k), AL) = 0.
Pour [y = 6, en utilisant G'— G = XY, Dj - Z’TWF, on a
5
(a(G-G)—G-G)e@Al.
I=1
Donc dans Ay, 0(G-G) = G- G, et H!(Gal(k'/k),A}) = 0. O

6. Surfaces de del Pezzo

Dans cette section, soient X une surface de del Pezzo sur k et 7 un torseur universel de X. On cherche
Hy(7,Q/2(2))
H3(k,Q/2(2))

Une surface projective, lisse, géométriquement connexe X est appelée surface de del Pezzo si le faisceau
anticanonique —Ky est ample. Le degré d’une telle surface X est deg(X) := (K, Kx). Par [Koll96, Exercise
3.9], X est alors géométriquement rationnelle, on a 1 < deg(X) <9 et Pic(X) — 2!0-%e8X),

Soit X une surface de del Pezzo de degré d < 6. Soit r = 9 — d. Rappelons des résultats dans [Ma,
Chapter 4]. On sait ([Ma, Prop. 25.1]) qu’il existe une base (I;);_, de Pic(X) telle que

a conroler 'exposant de torsion du quotient

,
(lo,lo)=1, (I;;))=-1sii=0, (I;l;)=0siizj et w=-3lp+ Zli, (6.])
i=1
ot w := [Kx] € Pic(X}). Soit S, le groupe symétrique d’indice r. L'action de S, sur {/;};_, qui préserve [,
et permute (/;);_,, induit une action de permutation de S, sur Pic(X}). Pour r = 3,4,5,6,7,8, soient R, le
systéme de racines de type A; X Ay, Ay, Ds, Eg, E7, Eg respectivement. Par [Ma, Thm. 23.9], on a :
(1) le groupe de Weyl W (R, ) agit sur Pic(X}) et cette action préserve w et I'intersection;
(2) P'action de I} sur Pic(Xz), qui préserve w et I'intersection, se factorise par le groupe de Weyl W(R,);
(3) laction de S, sur Pic(Xj) ci-dessus, qui préserve w et I'intersection aussi, induit une inclusion
canonique S, C W(R,) ne dépendant que du choix de la base (I;)_.

Proposition 6.1. Soient X wune surface de del Pezzo de degré >5 et T wun torseur universel de X.
Ho(T,Q/Z(2)) _

Alors sz)) =0
Démonstration. Par un résultat classique (cf. [Cao, Lem. 3.2]), le Iy-module Pic(X}) est stablemement de
permutation. D’aprés (1.2), on a H!(k, SymzPic(X,’()) = 0. Par le théoréme 4.7 et sa preuve, il suffit de
montrer que 'on a X (k) # 0 ou que le morphisme (Sym?T*)T = CH?(X;) = Z dans le théoréme 4.7 (2)
est surjectif.

Notons d le degré de X.

Si d =5 ou 7, par les travaux de Enriques, Chatelet, Manin, Swinnerton-Dyer (voir [CT99, Section 4]
ou [VA, Théoréme 2.1]), on a X(k) = 0.

Sid=9,o0na Pic(X,;)rk = Pic(Xf). Puisque Xj = lPI%, ’homomorphisme U est surjectif.

Si d =8, on a 'une des possibilités suivantes (voir par exemple [AB, Exemples 3.1.3 et 3.1.4]) :
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(i) X est un éclatement de IP]% en un k-point, et dans ce cas, X (k) = 0.
(ii) Il existe des coniques lisses C;, C, sur k telles que X — C; x C,. Dans ce cas, on a Pic(Xj)% =
Pic(Xj), X = ]P}( X ]P}( et donc ’homomorphisme U est surjectif.

(iii) II existe une extension de corps K/k de degré 2 et une conique C sur K telles que X — RgC,
ou R/, désigne la restriction a la Weil de K a k. Dans ce cas, il existe Dy, D, € Pic(X}) tels que
I, permute D¢, D, et I'intersection de D; et D, est un point. Alors D; - D, € (SymzPiC(X];))r",
U(D; - D,) =1 et donc ’homomorphisme U est surjectif.

Si d = 6, avec les notations ci-dessus, soit (cf. [Ma, §25.5.7])

3
o : Pic(Xg) — Pic(X) : Zaili — (ag+¢)ly+ Z(ai —c)l; avec c:=ag+a;+ap+as,
i:O 1:1
et ona W(R3)=S3xZ/2-0. Soit L := Zl§i<]§3(lo =1;)-(Ip=1;) et Ly := I - (w + ). Puisque l'action de
I se factorise par W(Rj3), on peut calculer que Lq,L; € (Sym2Pic(X,;))rk et U(Ly) =3, U(Lp) = 2. Alors
U est surjectif. O

Lemme 6.2. Soient X une surface de del Pezzo de degré d = 1,2,3,4 et T un torseur universel de X. Alors

p#2 si d=4
[p] =0 pour tout nombre premier {p =2,3 si d=2,3
p%2,35 sid=1

H3 (T,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2))

Démonstration. Soit r = 9 —d. Avec les notations ci-dessus, d’aprés [Ma, §26.6], #W(R,) = 273.5, 27345,
210345.7, 21435527 pour d = 4, 3,2, 1 respectivement. Alors, pour tout nombre premier p de ’énoncé, tout
p-groupe de Sylow de S, est un p-groupe de Sylow de W(R,). Dans ce cas, I'action de tout p-sous-groupe
de W(R,;) sur Pic(X}) est donc de permutation. C’est donc aussi le cas sur SymzPic(X];). Par un argument
de corestriction-restriction, H' (k, Sym?*Pic(Xz))[p] = 0

On considére le morphisme dans le Théoréme 4.7 (2) : (Sym?T*) = CH?(X;) = Z. Par la définition,
U(w-w)=4,3,2,1 pour d =4,3,2,1 respectivement. On conclut alors avec le Théoréme 4.7 (2). O

Remarque 6.3. Sous les hypothéses du Lemme 6.2, par la méme méthode, on peut montrer le résultat
ci-dessous (qui est déja connu) :

p#2 si d=4
=0 pour tout nombre premier <p = 2,3 si d=2,3
p#235 si d=1

Théoréme 6.4. Soient X une surface de del Pezzo de degré 3 ou 4 et T un torseur universel de X. Alors

H3.(T,Q/Z(
H%k%[p] 0 pour tout p # 2.
) . L . 3 (T,Q/Z(2
Démonstration. D’aprés le Lemme 6.2, il suffit de montrer que W[?»] = 0 pour toute surface de

del Pezzo X de degré 3.

On suppose donc que le degré de X est 3.

Notons T* := Pic(X}). Soient (li)?:() une base dans (6.1) et w le fibré en droites canonique de X. Il y a
27 courbes exceptionnelles (les 27 droites) sur Xj. Le groupe I} agit par permutation de ces droites. On les
note (Dz’)izzl- D’aprés [Ma, prop. 26.1], on peut supposer D; = I; pour 1 <i <6, D; = 2] - Zj¢i—6 l; pour
7<i<12et (D; )z 13—(lo—l lj)1<i<j<6-
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6
Li=(ly-lo)= ) (Ii-1;),

27
i

5(w-w)=);
On considére le morphisme dans le Théoréme 4.7 (2) : (Sym?T*)% = CH*(X

Dans Sym?T*, on note :
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Z. Puisque U(w -

~

%)

1(D; - D;). Donc I'action de Ij sur L est triviale.

7, le morphisme U est surjectif. Par le Théoréme 4.7 (ii), il suffit de montrer que

0.

~
\O
[}
=
o
5 I
g g2
s S
=] @
g, o
o I
o —_
° 3

H'(k,Sym?>T*)[3]

27
i

Il existe une matrice A € Mjgy23(Z), telle que dans le réseau Sysz*, de rang 28, on ait ’égalité de
[-L,(D; - D;);

vecteurs :

(6.2)

i Ii<icj<s]

6
i=

o (=lo-1i);

6
i=

A=A 1)

Un calcul direct donne : A

11000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO00O0

1
1 000O0OO0O0OO0OO0OO0OOOOO0OO0OO0OO0OOOO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OTUO

-1 1 1 1

0
0
0
0
0
0
4
4
4
4
4
4
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

0100O0O0O0O0O0O0O0O0OO0OO0OOOO0OOO0OOOOOOOO0OOOO0OO0OO0O@U®O

0o0100O0O0O0OO0OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0OU®O

0o0oo010O0O0OO0OO0OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOO@WO

0o0001O0O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OOO0OO0OO0OOOO0OOOO0OO0OO0OO0OO0O°U®O

0o000O0O1O0OO0OO0OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOO0OU®O

011111044444 0¢O00O0022222227222

1140444402 22220000222222

1
1 1 01
11101

1 01

11440444202 222902222500°0272 2

1 44 40442202229022¢022200 2

1111014444042 2229022229022202202120

104 44440222202 22¢02229022900

1100002200O0O020O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0°0O0

1

1 11

1 010002020O0O0O0200O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0°T0O0

1 0010O020020O0O0O02200WO0O0O0O0O0O0O0O0O00O0

1 0001020O0O020O0O0O020O0O0O0O0O0O0OO0O0O0°TDO0

1 0000120O0O0O0200O002000O0O0O0O0O0°O0°0

01100O0O02200O0O0O0O0O0O020O0O0O0O0O0O0O00O0

01010O0O02020O0O0O0O0OO0O0O0O0O0O0D20O0O0O0O000°0

010010020O020O0O0O0O0O0O0O020O0O0000°0

01 o0001020O0O020O0O0O000O0O020©00O0°O00

0 01

10000220O0O0O0O0O0O0LO0O0O0O0O0200000

0o010100O02020O0O0O0O0O0O0O0O0O0O020000

0oo60601o0010020020O0HO0O0©00O0O0O0O0O02000

0 001

1000O0220O0O0O0O0O0O0OO0O0OO0OO0OO0OO0O2®0 0

0o0o0oo01010002020O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0002@0

000022000O0O0O00O0OO0O0DO0O0OO0TO0O0 2]

1

0 00 01

5-227. D’aprés (6.2), le Z3-module (Sym>T*)®

|- Puisque le groupe I} agit par permutation des vecteurs

27

: =L, (D; - Dy);

1

Par calcul direct (et aussi par ordinateur) on établit det(A)

Z5 est libre avec une base
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~L,(D; - D;)¥’

iZp,ona

HY(k,(Sym?>T*)®Z3)=0 et H'(k,Sym?T*)[3] =
O

Corollaire 6.5. Soient X une surface de del Pezzo de degré 2. T un torseur universel de X et T° une compactifi-
H3 (T Q/Z(2

cation lisse de T . Alors W[p]

0 pour tout p = 2.

&[ 3]=
H3(5,Q/Z(2

Sous les notations ci-dessus, on a I'inclusion canonique W (R¢) C W(R7) et les sous-p-groupes de Sylow
de W(Rg) et de W(R7) sont isomorphes pour tout p # 2.

Dans le cas d’une surface de del Pezzo de degré 2, 'action de I sur Pic(Xy) se factorise par W(Ry),
et donc, aprés conjugaison, il existe une extension de corps k C k” avec ([k’ : k],p) = 1 telle que l’action
de I} sur Pic(Xj) se factorise par W(Rg) C W(Ry7). Par [Ma, Cor. 26.7], dans Xj, il existe une courbe
exceptionnelle définie sur k’, donc il existe une surface de del Pezzo de degré 3 X’ sur k” et un k’-morphisme

propre, surJectlf birationnel X;, — X’. D’aprés le Théoréme 6.4 et un argument de restriction-inflation, on
H3.(T°,Q/Z(2
H3(k Q/Z(2 [3] O

Démonstration. D’apreés le Lemme 6.2, il suffit de montrer

Example 6.6. Soit k un corps contenant une racine cubique de l'unité non-triviale. Soit X une surface
cubique diagonale d’équation :

ax® + by’ +c2® + dt’ =
en les variables x,v,z,t, avec a,b,c,d € k*. Soit K := k(\/3 b/a,V ad/bc). Alors Xk est une K-surface K-

H3.(T°,.Q/Z(2))

rationnelle. D’aprés le Corollaire 2.10, HEQZR)
Hu(T9Q/Z(2) _

H3(k,Q/2(2)) —

est annulé par 9. D’aprés le Théoréme 6.4, on a

Théoréme 6.7. Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle. Soit T — X un torseur
universel sur X et soit T une k-compactification lisse de T . Supposons que la surface X est k-birationnellement

e’quwalente a une surface de del Pezzo de degré > 2 ou @ une surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique.

B Q/Z [P] 0 pour tout p # 2.

Démonstration. Soit X une surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique C. Il existe une extension
Ki/k de degré 2 telle que Cg, = IPIl<1. Notons # le point générique de C et X, sa fibre. Alors X, est

une conique, et donc elle définit [X, ] € Br(k(C))[2]. Puisque Br(k(C)) = 0, il existe une extension finie
galoisienne k’/k tel que [X,]lx(c) = 0. Soient et k C K, C k” I'extension correspondant & un p-sous-groupe
de Sylow de Gal(k’/k). Alors p { [K; : k] et, par un argument de restriction-inflation, [X, ]|x,(c) = 0. Soit
K:=K;{-K,.Onap![K:k],Cx = ]P}< et X, xx K = ]P}<(C)' Donc X est K-rationnelle. D’aprés le Corollaire
2.10, I’énoncé vaut pour une telle surface X.

Soit X une surface de del Pezzo de degré > 2. D’aprés la Proposition 6.1, le Théoréme 6.4 et le Corollaire
6.5, ’énoncé vaut pour une telle surface X.

En général, soit X; une surface projective, lisse, géométriquement rationnelle telle que X et X; soient
birationnellement équivalents. Il existe un torseur universel 7,° de X; tel que 7° et 7,° soient stablement
birationnellement équivalents par [CTS87, Prop. 2.9.2]. Donc H2.(7 ¢, Q/Z(2)) — H3.(T,Q/Z(2)) et on
peut remplacer X par X;. Donc on peut supposer que X est une surface de del Pezzo de degré > 2 ou une
surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique. On obtient le théoréme en rassemblant les résultats
ci-dessus. O

Par la classification k-birationnelle des surfaces projectives, lisses (cf. [Koll96, Thm. 2.1]), toute surface
projective, lisse, géométriquement rationnelle est k-birationnellement équivalent & soit une surface de del
Pezzo, soit une surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique. Dans le Théoréme 6.7, le seul cas que
l'on ne traite pas est alors le cas ou X est une surface de del Pezzo k-minimale de degré 1.
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