arXiv:1709.00597v2 [math.AG] 6 Dec 2018

Epijournal de Géométrie Algébrique ) ‘
epiga.episciences.org

Volume 2 (2018), Article Nr. 13 EPIGA

Troisiéme groupe de cohomologie non ramifiée d’un solide
cubique sur un corps de fonctions d’une variable

Jean-Louis Colliot-Théléne et Alena Pirutka

Résumé. En combinant une méthode de C. Voisin avec la descente galoisienne sur le groupe de
Chow en codimension 2, nous montrons que le troisiéme groupe de cohomologie non ramifiée d’un
solide cubique lisse défini sur le corps des fonctions d’une courbe complexe est nul. Ceci implique
que la conjecture de Hodge entiére pour les classes de degré 4 vaut pour les variétés projectives et
lisses de dimension 4 fibrées en solides cubiques au-dessus d’une courbe, sans restriction sur les
fibres singuliéres.
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1. Introduction

Soit W une variété projective et lisse sur C, le corps des complexes. Pour tout entier i > 1, on dispose
d’applications cycles

cl; : CH (W) — Hdg? (W, Z(i)),

définies sur le groupe de Chow des cycles de codimension i modulo I’équivalence rationnelle, & valeurs
dans le groupe

Hdg*(W,z(i)) c H

Betri (W Z(1))

image réciproque du groupe des classes de Hodge dans Héétti(W,Q(i)). Dapplication cly est surjective.
Pour i > 2, la conjecture de Hodge prédit que le conoyau Z% (W) de cl; est de torsion.
Dans [8], on a montré que si le groupe de Chow CHy(W) des zéro-cycles sur W est “supporté” sur une

surface, alors le groupe Z*(W) est fini et isomorphe au groupe
H,,(C(W)/C,Q/Z(2)) c H*(C(W), Q/Z(2))

formé des classes non ramifiées dans le troisiéme groupe de cohomologie galoisienne du corps des fonc-
tions de W, a valeurs dans Q/Z(2). Les groupes Z*(W) et H3 (C(W)/C,Q/Z(2)) sont des invariants
birationnels.

Ceci a permis de donner des exemples de W rationnellement connexes de toute dimension d > 6 avec
Z*(W) # 0. Pour d = 4,5 et W rationnellement connexe, c’est une question ouverte si 'on a Z*(W) = 0'.
C’est connu pour W une hypersurface cubique lisse dans ]PGS: [31].

Plus généralement, C. Voisin [32] a montré que Z*(W) = 0 pour toute W de dimension 4 munie d’un
morphisme f : W — I vers une courbe complexe, projective et lisse I', de fibre générique X/C(I') une
hypersurface cubique dans IP(%:(F), sous ’hypothése que les seules singularités des fibres de f sont des
singularités quadratiques ordinaires.

Nous montrons ici que I’énoncé vaut sans cette restriction sur les fibres singuliéres.

Théoréme 1.1. Soit I une courbe complexe, projective, lisse, connexe, et soit f : X — I un morphisme
propre et surjectif, de dimension relative 3, avec X lisse connexe, a fibre générique un solide cubique lisse. Alors
H3 (C(X)/C,Q/Z(2)) = 0 et la conjecture de Hodge entiére vaut pour les cycles de codimension 2 sur X.

Le groupe HJ(C(X)/C,Q/Z(2)) est formé des éléments de H3(C(X), Q/Z(2)) non ramifiés par rap-
port a toutes les valuations. C’est donc un sous-groupe du groupe HJ,(C(X)/C(T),Q/Z(2)) formé des
classes non ramifiées par rapport aux valuations triviales sur C(I'). Nous montrons que ce groupe est
déja nul. Plus précisément, soient X la fibre générique de f, k = C(T), k une cloture algébrique de k,
G = Gal(k/k) le groupe de Galois absolu et X = X x; k. Utilisant des résultats de K-théorie algébrique et
de cohomologie motivique a coefficients Z(2) [10, 20] on se raméne (voir le §4) a établir que I'application

CH?*(X) —» CH*(X)®

L7 Depuis la soumission de notre article, S. Schreieder a construit de telles variétés W en dimension d = 4,5 avec Z4(W) #0.
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est surjective. Autrement dit, il faut voir que toute classe dans CH?(X)" est I'image de la classe d’une
courbe (définie sur k) tracée sur X.

Théoréme 1.2. Soit k un corps de fonctions d’une variable sur C et soit X C IP% un solide cubique lisse. Soient k
une cloture algébrique de k, G = Gal(k/k) le groupe de Galois absolu et X = X x k. Alors :

(i) Lapplication naturelle CH?*(X) — CH?(X)C est surjective;

(i) H2(k(X)/k,Q/Z(2)) = 0.

Le groupe abélien CH?(X) est bien compris. C’est une extension de Z par le groupe des k-points de
la jacobienne intermédiaire de X. Plus précisément, puisque X est rationnellement connexe, Papplication
degré CH®(X) — Z est un isomorphisme. Un argument de décomposition de la diagonale ([4] Thm. 1(ii),
cela utilise aussi le théoréme de Merkurjev-Suslin [25]) montre que équivalence algébrique et équivalence
homologique sur les cycles de codimension 2 sur X coincident. On a ainsi une suite exacte

0— CH*(X),, > CH*(X) > Z 0,
ou le groupe CH 2(X)u1g des classes de cycles algébriquement équivalents a zéro est une incarnation des
k-points de la jacobienne intermédiaire, qui est a priori définie sur k, par exemple, aprés le choix d’une
k-droite sur X, comme la variété de Prym attachée a la fibration en coniques déterminée par cette droite
(voir [3, Théoréme 2.1(iii), Théoréme 3.1]). Pour comprendre I'action galoisienne, nous utilisons une autre
incarnation : d’aprés Murre [28], le groupe CH 2(X)alg s’identifie au groupe des k-points de la variété de
Picard Picg/k, notée ici J/k, de la surface de Fano S/k des droites tracées sur X.

Le groupe CH?(X) est la réunion disjointe des ensembles CH?(X), formés des classes de cycles dont
Pintersection avec un hyperplan est de degré d € Z. On a CH?(X), = J4(k), ot J4/k est un espace principal
homogéne de la k-variété abélienne J. La section 2 est consacrée a la construction de ces espaces.

Pour prouver que, pour tout entier d, 'application

CH?*(X); —» CH*(X)$ 1)

est surjective, par un argument simple [32, p. 164], il suffit de le faire pour d =5 et d = 6.

Pour d =5 et d = 6, sur le corps des complexes et X C IP%: une cubique générale, des arguments de
géomeétrie projective élaborés (Iliev, Markushevich, Tikhomirov [19, 23] pour d = 5, Voisin [32] pour d = 6)
ont montré P'existence de désingularisations projectives et lisses M de certaines composantes du schéma
de Hilbert de courbes de genre 1 et de degré d tracées sur X et de morphismes d’Abel-Jacobi M, — Jy
qui sont dominants et dont la fibre générique est une variété géométriquement rationnellement connexe.
Dans la section 3 on étend cette construction a la famille universelle de toutes les hypersurfaces cubiques
lisses dans IP&L:.

Pour foute hypersurface cubique lisse dans Pé(r) la surjection voulue (1) pour d = 5,6 s’établit par un
argument de spécialisation (voir la Proposition 3.4) pour les familles non-nécessairement lisses de variétés
rationnellement connexes ([14, 17]) combiné au théoréme de Graber, Harris et Starr [13]. La démonstration
des théorémes 1.1 et 1.2 est faite dans la section 4.

Remerciements. Ce travail a commencé a Vienne pendant le programme “Advances in Birational
Geometry 2017"; nous remercions I'Institut Schrodinger pour son hospitalité et Ludmil Katzarkov pour
avoir lancé ce programme. Le deuxiéme auteur remercie le Laboratoire de Symétrie Miroir NRU HSE, RF
Government grant, ag. 14.641.31.0001 et le NSF grant 1601680 pour leurs soutiens financiers. Le premier
auteur remercie 'Institut Courant, NYU, pour son hospitalité.
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2. Représentants algébriques pour CH g

2.A. Sur un corps algébriquement clos

Soit k un corps algébriquement clos et soit X une variété algébrique connexe, projective et lisse définie
sur k. Soit A une variété abélienne sur k. Rappelons [26, 27, 28], [29, Def. 1.6.1], [3, Section 3.2], [2] qu'un
homomorphisme de groupes abéliens ¢ : CH Z(X)alg — A(k) est dit régulier si pour toute donnée d’une
variété lisse connexe T sur k avec un point ty € T (k) et un cycle Z € CH?(X x T) l'application composée

T(k) — CH*(X)ag — A(K), t > $(Z,— Z))
est induite par un morphisme de variétés algébriques T — A (voir [12, Section 10.1] pour la définition
du cycle Z;). Un représentant algébrique pour CH?(X Jalg est une variété abélienne Ab?(X) munie d’un
homomorphisme régulier ¢, : CH*(X Jarg — Ab?(X)(k) qui vérifie la propriété universelle suivante : pour
toute variété abélienne A et pour tout morphisme régulier ¢ : CH Z(X)alg — A(k) il existe un unique

morphisme de variétés abéliennes 1 : Ab®(X) — A tel que le diagramme suivant

CH?(X) Ab%(X)(k)

alg

soit commutatif. Murre [29, Thm. 1.9], en utilisant des résultats de H. Saito, Bloch et Ogus, et Merkurjev et
Suslin, a établi qu’un représentant algébrique pour CH?(X )alg existe pour toute variété algébrique connexe,
projective et lisse sur k (voir [28, Thm. 5] pour les solides cubiques). D’aprés la définition, il est donc unique
a un unique isomorphisme prés.

Dans le cas ou X est un solide cubique lisse, on dispose d’une description explicite du représentant
algébrique pour CH?(X )alg- Supposons que k est un corps algébriquement clos de caractéristique différente
de 2 et soit X C lP? un solide cubique lisse. Murre [26, 27, 28] (voir aussi Beauville [3, Exemple 1.4.1
et Prop. 3.3]) exprime un représentant algébrique pour CHZ(X)alg en tant que variété de Prym. Plus
précisément, soit f : X’ — X Péclatement de X le long d’une droite L suffisamment générale [26, Prop.
(1.25)]. On a alors CHZ(X)ulg ~ CHz(X’)ulg. En effet, si E C X’ est le diviseur exceptionnel, on a que
E ~ IPi X IP}(, car pour L générale Ny,x ~ Op @ Oy [6, Prop. 6.19], et CH'(E) ~ Z® Z. Soit F la fibre
de la restriction f : E —» L = IP}(. La formule d’éclatement [12, Prop. 6.7(e)] donne alors un isomorphisme
CH?*(X)®7Z ~ CH?(X’) ou linclusion du deuxiéme facteur est donnée par 1 > n[F], d’ou 'isomorphisme
CHZ(X)alg = CHz(X/)alg-

Le solide X’ posséde une structure de fibré en coniques X’ — IP? ordinaire : la courbe de ramification
C C IP? est lisse (voir [26, Prop. 1.22 et Section 5.1]).

On a un revétement double étale C’ — C avec C’ lisse connexe associé aux systémes de génératrices
des fibres dégénérées. On définit la variété de Prym Prym(C’/C) du revétement connexe C’/C (voir [3]).
C’est une variété abélienne principalement polarisée. On construit un isomorphisme de groupes abéliens
[3, Thm. 3.1] :

@ : Prym(C’/C)(k) = CH*(X')q1,-

Dapplication inverse
O~ CH?(X')a1g — Prym(C’/C)(k)

fait de Prym(C’/C) un représentant algébrique de CH?(X’) 4, [3, Prop. 3.3].

alg
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2.B. Sur un corps de caractéristique zéro

Soit k un corps quelconque de caractéristique zéro, k une cloture algébrique de k et G = Gal(k/k).
Soient X C IP,% un solide cubique lisse et X = X x k. Dans la suite de ce texte nous avons besoin d’une
autre description du représentant algébrique pour CH Z(X)alg-

Soit S le k-schéma qui paramétre les droites contenues dans X. C’est une k-surface projective lisse
géométriquement connexe, appelée surface de Fano du solide cubique lisse X [1, 1.12]. On note S = S x k.
Soient V C Sx X

V={L,x),xeL) 2)

la variété d’incidence associée et p: V — S,q: V — X les deux projections. Soit Picg/, le k-schéma de
Picard de S : ce schéma représente le faisceau Picgx (¢) associé au foncteur Picg; défini par

Picg/x(T) = Pic(S x T)/Pic(T).
Pour tout corps K D k on dispose de 'application
p«q" : CH?(Xk) — Picg/c(K) 3)

induite par la correspondance d’incidence, ot I’application g* est définie dans [12, 6.6] pour tout morphisme
localement d’intersection compléte, en particulier, pour tout morphisme entre des schémas lisses (voir [22,
Ex. 6.3.18]).

Lapplication (3) induit un homomorphisme G-équivariant

p.q" : CH*(X) — Picgy (k)

Soit | := Picg /¢ la composante connexe de Iidentité du schéma Picg. Par restriction, on obtient
lapplication G-équivariante .
p.q* : CH?*(X)aq — J (k) = Picd , (k).

On dispose aussi de 'accouplement d’intersection
CH}*X)xCH'(X) > Z

qui est G-équivariant. Le groupe CH'(X) = Pic(X) est égal a Z, engendré par la classe d’une section
hyperplane [15, Corollaire XII.3.7].

Théoréme 2.1. (i) (Murre) Lhomomorphisme induit
CH?(X)q1g — Picg (k) (4)

est un isomorphisme de modules galoisiens. Il fait de la k-variété abélienne Picg/k xi k un représentant
algébrique de CHz(y)alg.

(ii) L'équivalence algébrique et Uéquivalence numérique coincident sur CH*(X); elles coincident aussi avec
léquivalence homologique entiére si k = C. On a une suite exacte de modules galoisiens

0 — CH?*(X)uy » CH*(X) > Z -0, (5)
ot la fleche CH?(X) — Z est donnée par Uintersection avec un hyperplan dans IP]%.

(iii) Pour tout nombre entier d il existe une k-variété J; = J1(X) qui est un espace principal homogéne sous
J=Jo= Picg/k tel que ] 4(k) s’identifie d Uimage réciproque de d € Z via Uapplication CH*(X) — Z
dans la suite (5) ci-dessus.

(iv) Soit T une k-variété lisse connexe et Z C X X T un fermé plat sur T dont les fibres sont des courbes de
degré d sur X. L'application induite T (k) — CH?(X) est elle-méme induite par un k-morphisme T — J .
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Démonstration. Pour (i) commencons par noter que 'homomorphisme (4) est régulier : pour toute variété

lisse connexe T sur k, tout point t; € T (k) et tout Z € CH*(X x T), on dispose d’une famille de diviseurs
p«q*Z € CH' (S x T). On a donc que Iapplication

T(k) > Pic (k). t > p.q"(Z, = Zy)) (6)

est induite. par un morphisme de Variétés algébriques T — Picg/k, car le schéma Picg/; représente le
faisceau Picgyk (¢r) associé au foncteur Picgy [21].

Soit Prym(C’/C) la variété de Prym associée a X comme dans la section 2.A (aprés avoir choisi une

droite générale contenue dans X). Par la propriété universelle, on a donc un homomorphisme de variétés
abéliennes Prym(C’/C) — Picg/k Xk k, qui induit un diagramme commutatif

CH?(X) a4 Prym(C’/C)(k)

Pic) , (k)

D’aprés Murre [28, Thm. 8], application Prym(C’/C) — Picg/k Xy k est un isomorphisme.

Pour (ii), supposons d’abord k = C. La variété X satisfait CHy(Xq) = Z pour tout surcorps algébri-
quement clos () de k. D’aprés le théoréme de Bloch et Srinivas [4, Thm 1.2], qui utilise le théoréme de
Merkurjev-Suslin, ceci implique que I’équivalence algébrique et I’équivalence homologique entiére coin-
cident sur CH?(X). Léquivalence homologique rationnelle et I'équivalence numérique coincident pour les
1-cycles sur toute variété complexe connexe, projective et lisse (voir [9, Prop. L.1]). Pour le solide cubique X,
la conjecture de Hodge entiére vaut car H*(X,Z) ~ Z, engendré par la classe d’une droite. En conclusion,
les équivalences algébrique, numérique et homologique (entiére et rationnelle) coincident sur CH?(X) et
on a donc bien une suite exacte

0— CH*(X)gg > CH*(X) > Z -0
comme dans Iénoncé. Dans le cas général, fixons un plongement k C C. Soit « € CH*(X) une classe
numériquement équivalente a zéro. On a le diagramme commutatif suivant

CH?*(X)x CH'(X) —>T

|

CH?*(X¢)x CHY(X¢) —=2Z

ot les fleches horizontales sont induites par le produit d’intersection. Puisque CH'(X) ~ CH!(X¢) ~ Z,
on déduit que I'image a¢ de a dans CH?(X¢) est numériquement, donc algébriquement, équivalente a 0.
Ainsi la classe p.g*a¢ € Picg/k(C) est dans Picg/k((ﬁ). Or cette classe provient de Picg/k(k). On a donc

p-q € Picg /k(lz) et a est algébriquement équivalente a zéro. La suite exacte (5) en découle.
Pour (iii), on utilise que I'extension (5) induit une suite exacte

0 CH(X)G, » CHY(X)® > Z 5 H' (k, CH(X) 1),

d’ot une classe de cohomologie 6(1) dans H!(k, CHZ(Y)alg) = H!(k,J(k)) et donc un espace principal
homogéne J; de | = Picg/k. Pour d € Z on dispose d’un espace principal homogéne J; de classe 6(d) :
Pensemble des k-points de la k-variété J; est la classe a gauche de d € Z, i.e. 'image réciproque de d dans
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CH?(X), avec I’action du groupe de Galois G induite par celle sur CH?(X). Lapplication p,q* induit une

application G-équivariante J;(k) < Picg/(k), via le diagramme suivant

0 — CH*(X)yy — CH*(X) Z 0 @)

M*l: M*l M*[

0 — Pic) , (k) — Picg (k) — NS (k) —= 0.

On peut donc aussi voir J; comme une composante du schéma Picg .
Soit T une k-variété lisse connexe et Z C X xx T comme dans (iv). Soit [Z] € CH?(X x T) la classe de
[Z]. La classe p,q*[Z] € CH'(S x4 T) induit un morphisme algébrique

T — PiCS/k. (8)

Puisque les fibres de Z au-dessus de T sont des courbes de degré d, l'image de T(k) est contenue dans

Ja(k) C Picg/i(k). Lapplication (8) ci-dessus se factorise donc par une application algébrique T — ]y,
comme affirmé dans ’énoncé. O

Remarque 2.2. Dans le cas ou k = C, la fleche CH?(X) — Z dans extension (5) s’identifie a 'application
classe de cycle CH*(X) — H*(X,Z), oo H*(X,Z) ~ Z est engendré par la classe d’une droite. Via le
diagramme (7) la variété J; correspond a une composante de Picg/; d’éléments de classe p.q*d.

3. Espaces de modules pour une famille de cubiques

3.A. Espaces de modules des courbes de genre 1

Soit k = C et soit X C IP&% un solide cubique lisse.
Soit C C IP?C une courbe connexe, projective et lisse. Rappelons que C est dite non-dégénérée si 'appli-
cation

0/mp4 0
induite par la suite exacte de faisceaux
O—)ICeO]PéﬁOC—)O

est injective. On dit que C est (linéairement) normale si 'application (9) est surjective. On dit que C est
projectivement normale si I'application HO(IP(%:,O]P?:(m)) — HY(C,0¢(m)) est surjective pour tout m > 1.

Notons que la dimension de I'espace HO(IP&%, O]Pé(l)) vaut 5. Si C est de genre 1 et de degré 5, d’aprés

Riemann-Roch, la dimension de I'espace H?(C,O¢(1)) vaut 5 aussi. Dans ce cas, la courbe C est non-
dégénérée si et seulement si elle est linéairement normale. D’aprés [18, Prop. IV.1.2], la courbe C est alors
aussi projectivement normale.

Dans la suite de ce texte, on aura besoin d’espaces de modules de courbes C C X de genre 1 et de degré
5 ou 6. Suivant [23, 19, 32], pour d = 5,6 on considére M ;(X) 'union des composantes, avec la structure
réduite, du schéma de Hilbert de X dont le point général paramétre les courbes C C X, lisses connexes, de
genre 1, de degré d, contenues dans X et non-dégénérées dans IP:IL:. Les points de ces espaces M5 ;(X) et
Me,1(X) paramétrent donc des courbes projectives (peut-étre réductibles) de degré 5 et 6 respectivement.
Lespace M5 1(X) est irréductible, de dimension 10 [23, Thm. 4.5], [16, Thm. 8.1]. Pour X générale, I'espace
Me,1(X) est irréductible de dimension 12 [32, p. 153].

On fixe une désingularisation 75 : 1\715,1(X) — Ms5,1(X) (resp. 7 : 1\716’1(X) — Mg,1(X)). Les morphismes
T5 et Tg sont des morphismes propres birationnels.

SiZ; C My (X)xX,d=5,6 est la restriction de la famille universelle, d’aprés le Théoréme 2.1(iv), on
dispose d’une application rationnelle M ; (X) --> J;. Puisque M, 1 (X) est lisse, cette application s’étend en
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un morphisme My 1 (X) — ], défini & partir de la famille Z, XM, (X) M, 1(X). On lappelle ici I'application
d’Abel-Jacobi.

Théoréme 3.1. ([19, Thm. 3.2], [23, Thm. 5.6], [24, Thm. 4.7], [32, Thm. 3.1]) Soient k = C et X C IP]% un
solide cubique trés général. Alors les applications d’Abel-Jacobi

Ms,1(X) = J5 et Mg1(X) = e
définies ci-dessus sont surjectives, a fibre générique géométrique rationnellement connexe.

La démonstration de ces résultats repose sur des arguments de géométrie projective élaborés. Les
arguments dans [19, 23, 32| utilisent ’hypothése k = C. Dans le cas de 'espace de modules Ms(X)
I’énoncé vaut pour k algébriquement clos de caractéristique positive, différente de 2, d’aprés [24]. Dans
ce cas, on a un énoncé plus fort : sur les k-points généraux, les fibres de I'application d’Abel-Jacobi sont
isomorphes a ]P,?.

3.B. Construction en famille

Soit P C IP%4 louvert, dans I'espace projectif des coefficients des solides cubiques, qui paramétre les
solides lisses et soit X — P la famille universelle correspondante. On dispose d’une famille S — P dont la
fibre en un point t € P est la surface de Fano de A&};. On dispose aussi d’une correspondance d’incidence
Y C S x X et on note comme avant p:V — S et g:V — X les deux projections :

V (10)

VRN

) X

ANV

P

Dans ce diagramme, les morphismes p et S — P sont lisses, et donc le morphisme ¥V — P D’est aussi. Les
schémas quasi-projectifs V, X, P sont des C-schémas lisses. Le morphisme g est un morphisme localement
d’intersection compléte, puisque les schémas V et X’ sont lisses sur C.

Soit M1, d = 5,6 la composante irréductible (avec sa structure réduite) du schéma de Hilbert relatif
Hilby,p dont le point complexe général paramétre une courbe lisse connexe de genre 1 et de degré d,
non dégénérée dans P4, et qui domine P. Une telle composante existe et elle est unique puisque I'espace
M, 1(X}) est irréductible pour t € P(C) général, de dimension 10 pour d =5 et de dimension 12 pour
d = 6 (voir la section précédente). On a que M ; est un sous-schéma fermé du schéma de Hilbert relatif
Hilby,p, et que My, C My(X;) pour t € P(C). On fixe 7, : Md,l — M, une désingularisation de
M, 1. Le morphisme 7; est propre est birationnel.

On dispose d’une famille universelle Z; C X' xp M 1, la projection Z; — M, ; est un morphisme plat,
dont les fibres sont des courbes de degré d et de genre 1. On note Z; = 2, X My Md,l la famille induite,
de sorte que le digramme suivant est un produit fibré

24— X xp My,

|

Zd(—> X Xp Md,l-
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On considére le diagramme suivant induit par le diagramme (10) :

Vxp Mg, (1)
e
Sxp Mg X xp Mg,

~ 7

Mg

Les morphismes p et V xp Md,l - Md,l sont lisses, les schémas Md,la V xp Md,l et X xp Md,l sont
lisses aussi, cela implique en particulier que le morphisme g est un morphisme localement d’intersection
compléte. On note

g : CH.(X xp Md,l) — CH,(V xp Md,l) (12)

le morphisme de Gysin "raffiné” qui est défini pour tout morphisme localement d’intersection compléte
dans [12, Chapter 6.6]. Puisque p est propre, le morphisme

p.: CH.(V xp Mg,1) = CH.(S xp My 1)
est bien défini lui aussi. On peut donc définir la classe p,q*Z; dans
CHY (S xp My 1) = Pic(S xp My 1),

induite par la famille Z;; la derniére égalité vient du fait que le schéma S xp Md,l est lisse.
Soit Picg/p le P-schéma de Picard de S : ce schéma représente le faisceau Picg,p (4) associé au foncteur
Picg/p défini par
Picg/p(T) = Pic(S xp T)/Pic(T).

Limage de p,q*Z, par la surjection naturelle
Pic(S xp Md,l) — Pic(S xp ./\;ld,l)/Pic(J\;ld,l)
induit un élément de PicS/p(J\;ldll). On a donc un morphisme
Mg, — Picg,p. (13)

Lemme 3.2. Soit ay € P un point et soit F = x(ay) le corps résiduel de a,. Soient a, € /\;ld,l(F) au-dessus du
point ay et as =14(ay) € My 1 (F). On a alors

(P4 Za)la, = PG (Zaa,) = Pq"(Za0,)s

o1l Zd,% (resp. Z4 4,) est la fibre de Z, (resp. Z4) en un point ay (resp. as), le morphisme p.q* est défini ci-dessus
(voir aussi (3)) et ([)*q"Z~,;l)|a2 est la reststriction du cycle (p.q*2,) au point a, : l'image par le morphisme de
Gysin associé au morphisme a; — Md,l entre les schémas lisses.

Démonstration. On note d’abord que, puisque Z; est plat sur /\;ld,l, on a que la fibre Zd,az est une courbe
de degré d dont la classe dans CH;(X,, ) est bien définie. On a Iégalité Zd,uz = Z4 4, dapreés la définition.
Supposons d’abord F = C. On considére le produit fibré suivant

V,, —=Vxp My,

O

X, —= X xp My,
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Tous les schémas dans ce diagramme sont des schémas lisses; toutes les fléches sont donc des morphismes
localement d’intersection compléte. Par la fonctorialité de la construction du morphisme de Gysin [12,
Theorem 6.5, Theorem 6.6] on a

0(Za,0,) = (7" Z4)la, (14)

pour le cycle Zd,az € CH;(AX,,). De méme, on a le diagramme

V,, —=Vxp My,

-

Say —= S xp My,

et, par la compatibilité des morphismes p, et des morphismes de Gysin (c’est-a-dire des restrictions |,,) [12,
Theorem 6.2, Theorem 6.6] on obtient

p*((q*zd)laz) = (p*q*zd)laz' (15)

On déduit donc des égalités (14) et (15) le résultat voulu :

P (Zaa,) = (@ Za)la,) = (00" Zd)la,-

Le cas général (F est le corps résiduel du point a;) se montre par le méme argument : on remplace V,
par des schémas lisses au-dessus d’un ouvert (suffisamment petit) dans 'adhérence du point a;. O

Soit J — P la famille de “Jacobiennes intermédiaires” J = J = Picg /p-
Proposition 3.3. Pour tout d € Z il existe un sous-schéma fermé
Ja C Picg/p
tel que, pour tout s € P, J; s = ] 1(X;) comme défini dans le théoréme 2.1 (iii).

Démonstration. Pour tout U — P un schéma lisse au-dessus de P tel que S(U) # 0 on définit un sous-schéma
Jau C Picg/p xp U comme le translaté du schéma Picg/P xp U par dp.q*Ly, ou Ly est une famille de
droites qui correspond a un élément de S(U). Notons que cette définition ne dépend pas du choix de
Ly, car pour une autre famille L;; on a que pour tout point géométrique i € U les classes des droites
L; et L}; sont algébriquement équivalentes dans CH?(X;;), donc dp.q*Ly —dp.q°L}; induit un élément de
Picg/P(U). On en déduit en particulier que pour tout V — U avec V lisse, J; v = J3u Xy V.

On choisit un recouvrement étale {U; — P};c; de P tel que S(U;) # 0 pour tout i € I. D’apreés la
construction ci-dessus, on dispose des sous-schémas J; iy, C Picg/p xp Uj, tels que pour tout i,j € [ on
a Jyu, xu, Uj = jd,U/ Xy; U; comme sous-schémas de Pics/p xp U; Xp U;. Par la descente Jbge des sous-
schémas fermés [5, Chapter 6, Thm. 4], il existe un sous-schéma fermé J; C Picg,p tel que J; y, = T4 xp U;
pour tout i € I.

D’apreés la construction, on a J; s = J;(X;) pour tout s € P. O

Puisque Md,l paramétre des courbes de degré d, on a que le morphisme (13) se factorise par le schéma
Ji CPicg/p et induit donc un morphisme algébrique

Pa: Mgy — Ta (16)

au-dessus de P.
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Proposition 3.4. Soit X — P la famille des solides cubiques lisses. Pour d € {5,6}, soit ¢  : /\;ldJ — Ja
lapplication définie ci-dessus.

Pour tout point s € J; de corps résiduel k = x(s) le corps des fonctions d’une variable sur C, la fibre Md,l,s
au-dessus de s admet un k-point : Md,l,s(k) Z 0.

Démonstration. D’apreés la compatibilité dans le lemme 3.2, on peut appliquer le théoréme 3.1 a la restriction
de l'application ¢g: My — Jy a la fibre générique géométrique, qui est donc rationnellement connexe.
D’aprés un résultat de Hogadi et Xu [17, Thm. 1.2] (voir aussi [14, Prop. 2.7]), toute fibre de ¢; au dessus d’un
point (pas nécessairement un point fermé) de J; admet une sous-variété géométriquement irréductible et
rationnellement connexe. On applique ce résultat a la fibre Md,l,s comme dans ’énoncé : soit W C Md,l,s
une sous-variété rationnellement connexe, définie sur k. On a alors W (k) # () d’aprés le théoréme de Graber,
Harris et Starr [13], d’ou le résultat. ]

4. Preuve des théorémes 1.1 et 1.2

Preuve du théoréme 1.2.

Montrons (i). Soit & € CH?(X)C. Soit h? € CH?(X), ou h est la classe d’une section hyperplane, le degré
de & (la classe de h dans H*(X, Z(2)) ~ Z) vaut 3. On peut donc supposer, quitte a remplacer & par +&+1h,
ou n € Z, que le degré d de & est d =5 ou 6. Soit X — P la famille universelle des cubiques, comme
définie dans la partie 3.B. Puisque la cubique X est lisse, il existe un k-point a; € P(k) tel que X = A}. Soit
s = p.q°(&) € Jy(k) (cf. Théoréme 2.1 et Proposition 3.3). Puisque & € CH*(X)C et lapplication p,q* est
équivariante pour I'action du groupe G d’apreés la définition (3), on en déduit que s provient d’un point de
Ji(k) (que Ton note toujours s). D’apreés la proposition 3.4, il existe un point a, € Md,l,s(k) au-dessus de
s. Par la fonctorialité dans le lemme 3.2 I'image a3 de ce point dans M, ; (k) C Hilb X;(k) correspond a
une courbe C = Z; ,. de genre 1 de degré d sur X = &} telle que p,q"C = s = p.g"(&) et donc 'image de la
classe de C dans CH?(X)C vaut £. On en déduit que application CH*(X) — CH?(X)C est surjective.

Montrons maintenant (ii). D’aprés [10, Corollaire 4.2(iii)], qui s’applique pour X un solide cubique lisse
sur k corps de fonctions d’une variable sur C, on a une suite exacte

HY(G,PicX @ k*) — H2,(k(X)/k, Q/Z(2))/H> (k, Q/Z(2))
— coker[CH?(X) » CH*(X)®] - H*(G,Pic X ® k*).

Pour établir P'existence de cette suite exacte, on utilise des techniques de K-théorie et les groupes de
cohomologie motivique a coefficients Z(2) [20].

Par [15, Corollaire XI1.3.7], on a Pic X ~ Z; le premier groupe est nul par le théoréme 90 de Hilbert.
On a aussi H3(k, Q/Z(2)) = 0 car cd(k) < 1. On en déduit qu’on a une injection

H3.(k(X)/k, Q/Z(2)) — coker[CH?*(X) — CH*(X)°].

Le résultat (i) donne alors (ii). [On remarque que le groupe H?(G,PicX ® k*) = Brk est nul lui aussi car
cd(k) <1] O

Preuve du théoréme 1.1. ~

Le théoréme [8, Théoréme L1] s’applique a X’ et donne un isomorphisme H3,(C(X)/C, Q/Z(2)) — Z*(X).
II suffit donc de considérer le premier groupe. Soient k = C(I') et X/k la fibre générique de f. Puisque
H}.(C(X)/C,Q/Z(2)) C H},(k(X)/k, Q/Z(2)), le théoréme 1.2 (ii) implique H}(C(X)/C,Q/Z(2))=0. [

Remarque 4.1. Larticle [32] contient 'analogue du théoréme 1.1 pour les familles X — I' dont la fibre
générique X est une intersection lisse de deux quadriques dans IP°, avec une restriction sur les fibres
spéciales [32, Thm. 1.4] ([32, Cor. 2.7]). Dans ce cas, cette restriction a été éliminée dans [7, Cor. 3.1]. Il
suffisait 1a d’invoquer le calcul de la cohomologie non ramifiée en degré 3 des quadriques sur un corps

quelconque, qui donne H2,(k(X)/k,Q/Z(2)) = 0 pour k = C(T) et donc H3,(C(X)/C,Q/Z(2)) = 0.
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