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Autour de la conjecture de Tate entière pour certains produits
de dimension 3 sur un corps fini

Federico Scavia

Résumé. Soit X le produit d’une surface satisfaisant b2 = ρ et d’une courbe sur un corps fini. On
étudie une forme forte de la conjecture de Tate entière pour les 1-cycles sur X. On généralise
et donne des preuves inconditionnelles de plusieurs résultats de notre article précédent avec
J.-L. Colliot-Thélène.
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[English]

On the integral Tate conjecture for certain products of dimension 3 over a finite field

Abstract. Let X be the product of a surface satisfying b2 = ρ and of a curve over a finite field.
We study a strong form of the integral Tate conjecture for 1-cycles on X. We generalize and give
unconditional proofs of several results of our previous paper with J.-L. Colliot-Thélène.
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1. Introduction

Soient F un corps fini, F une clôture algébrique de F , G le groupe de Galois absolu Gal(F /F ), `
un nombre premier inversible dans F , X une F -variété projective, lisse et géométriquement connexe, de
dimension d, et X := X ×

F
F . Si M est un G-module, on note M(1) ⊂M le sous-groupe formé des éléments

dont le stabilisateur est un sous-groupe ouvert de G. Si i ≥ 0 est un entier, la conjecture de Tate pour les
cycles de codimension i en cohomologie `-adique prédit que les applications cycle

CH i(X)⊗
Z
Q`→H2i(X,Q`(i))

(1),(1.1)

CH i(X)⊗
Z
Q`→H2i(X,Q`(i))

G,(1.2)

CH i(X)⊗
Z
Q`→H2i(X,Q`(i))(1.3)

sont surjectives. En fait ces trois versions de la conjecture de Tate sont équivalentes : l’équivalence entre la
surjectivité des applications (1.1) et (1.2) suit par un argument de restriction-corestriction, et celle entre la
surjectivité des applications (1.2) et (1.3) utilise les conjectures de Weil.

On s’intéresse ici aux variantes entières de la conjecture de Tate. Celles-ci ne sont pas vraies en général,
mais on a des raisons d’espérer qu’elles le soient dans le cas i = d − 1, c’est-à-dire pour les 1-cycles ; voir
[CTSz10, §2]. Les questions d’intérêt sont donc les suivantes : les applications

CHd−1(X)⊗
Z
Z`→H2d−2(X,Z`(d − 1))(1),(1.1’)

CHd−1(X)⊗
Z
Z`→H2d−2(X,Z`(d − 1))G,(1.2’)

CHd−1(X)⊗
Z
Z`→H2d−2(X,Z`(d − 1))(1.3’)

sont-elles surjectives ? Depuis leur conception, ces questions ont inspiré un grand nombre de travaux par de
nombreux auteurs. Le but de cet article est de montrer la surjectivité de ces applications (surtout (1.3’)) pour
certaines variétés de dimension 3.

1.1. Résultats précédents.

Établir la surjectivité de l’application (1.1’) s’avère être le problème le plus abordable. Un célèbre théorème
de Schoen [Sch98, Theorem (0.5)] montre que si la conjecture de Tate pour les surfaces est vraie (c’est-à-dire
sous l’hypothèse que l’application (1.2) est surjective pour les cycles de diménsion 1 sur toute surface sur
toute extension finie de F ) alors l’application (1.1’) est surjective pour tout X. Il y a aussi des résultats
inconditionnels dans certains cas particuliers : les hypersurfaces cubiques de dimension 4 par Charles et
Pirutka [CP15, Théorème 1.1] et les variétés abéliennes de dimension 3 par Totaro [Tot21, Theorem 7.1].
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Par contre, la surjectivité des applications (1.2’) et (1.3’) est généralement plus difficile à montrer que
celle de l’application (1.1’). Par exemple, on ne connaît pas d’analogues des théorèmes de Schoen, Charles,
Pirutka et Totaro pour ces variantes, et déjà pour X un produit de trois courbes elliptiques la surjectivité de
l’application (1.3’) est un problème ouvert bien connu des spécialistes. Comme l’a noté Schoen, la plausibilité
de la surjectivité de l’application (1.2’) est une particularité des corps finis. Par exemple, si F est remplacé par
Q, alors l’application (1.2’) n’est pas surjective pour X =Q ×

Q
P
d−1
Q

, où Q ⊂ P
2
Q

est la conique d’équation

x2
0 + x2

1 + x2
2 = 0.

Parmi les trois, la surjectivité de l’application (1.3’) est la plus mystérieuse. La surjectivité de l’application
(1.3’) entraîne celle de l’application (1.2’), mais l’inverse n’est a priori pas vrai : le groupe H2d−2(X,Z`(d −1))
contient des classes de cohomologie “exotiques”, qui disparaissent après passage à F ; voir (4.2). L’application
(1.3’) est surjective pour d = 1, et aussi pour d = 2 par exemple si b2(X) = ρ(X). (Si V est une F -variété,
pour tout j ≥ 0 et tout premier ` inversible dans F on note bj(V ) := dimH j(V ,Q`) le j-ème nombre de

Betti de V et ρ(V ) la dimension de l’espace vectoriel NS(V )⊗
Z
Q` .) La surjectivité de l’application (1.3’) en

toute dimension d ≥ 3 suit de la surjectivité en dimension d = 3 ; voir [CTSc21, Proposition 5.4].
Dans le cas d = 3, la surjectivité de l’application (1.3’) est liée à l’annulation du groupe de cohomologie

non-ramifiée H3
nr(F (X),Q`/Z`(2)). Plus précisément, d’après un théorème de Colliot-Thélène et Kahn

[CTK13, Théorème 2.2, Proposition 3.2], si d = 3 on a l’implication

H3
nr(F (X),Q`/Z`(2)) = 0 =⇒ (1.3’) est surjective,

et l’inverse vaut si CH0(X)
Q

est supporté en dimension 2. (Si V est une F -variété projective et lisse,
on dit que CH0(V )

Q
est supporté en dimension i s’il existe un morphisme f : W → V , où W est une

F -variété projective et lisse de dimension ≤ i, tel que pour tout corps algébriquement clos Ω contenant F
l’homomorphisme d’image directe f∗ : CH0(WΩ)

Q
→ CH0(VΩ)

Q
est surjectif.)

Dans [CTK13, Question 5.4], Colliot-Thélène et Kahn ont demandé :

Question 1.1. Est-ce que H3
nr(F (X),Q`/Z`(2)) = 0 pour toute F -variété projective et lisse de dimension 3 ?

Comme nous venons de le discuter, une réponse affirmative à la question 1.1 impliquerait la surjectivité des
applications (1.2’) et (1.3’) en toute dimension. Parimala et Suresh [PS16] ont donné une réponse affirmative à
la question 1.1 si X est un fibré en coniques au dessus d’une surface. Pirutka [Pir16] a répondu affirmativement
à la question 1.1 si X = C ×

F
S où C est un courbe projective et lisse, S est une surface projective et lisse

avec CH0(S)
Q

supporté en dimension 0 et le groupe de Néron-Severi géométrique NS(S) est sans torsion.
Dans un précédent article [CTSc21], Colliot-Thélène et l’auteur du présent article ont attaqué la question

suivante, cas particuliers du problème de la surjectivité de l’application (1.3’) et de la question 1.1 :

Question 1.2. Supposons la caractéristique de F différente de 2. Soit X = C ×
F
S , où C est une courbe elliptique

et S est une surface d’Enriques. Est-ce-que (1.3’) est surjective pour ` = 2 ? Est-ce-que H3
nr(F (X),Q2/Z2(2)) = 0 ?

L’intérêt de ce cas particulier est double. D’une part, c’est le cas le plus simple qui échappe au théorème
de Pirutka, parce que CH0(S)

Q
est supporté en dimension 0 mais NS(S)tors = Z/2Z. D’autre part, sur le

corps des complexes, Benoist et Ottem [BO20] ont utilisé ce genre de variétés pour produire de nouveaux
contre-exemples à la conjecture entière de Hodge pour les cycles de dimension 1. Ces contre-exemples sont
obtenus par une méthode de spécialisation, qui n’est pas disponible sur les corps finis. Ils ne peuvent donc
pas être facilement adaptés pour donner des contre-exemples aux conjectures de Tate entières sur F (bien
qu’il soit possible de les utiliser pour obtenir des contre-exemples sur des corps de nombres).

Dans [CTSc21], nous avons donné dans certains cas une réponse affirmative à la question 1.2 (plus
généralement, pour ` quelconque différent de la caractéristique de F et dans la situation où C est une
courbe de genre ≥ 1 et S est une surface avec CH0(S)

Q
supporté en dimension 0), sous l’hypothèse que la

conjecture de Tate pour les surfaces est vraie. Il s’agit donc de résultats conditionnels, dans l’esprit du théorème
de Schoen. Plus précisément, soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur
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F , de dimension 1 et 2 respectivement, JC la jacobienne de la courbe C, et X := C ×
F
S . Dans [CTSc21],

nous avons démontré que l’application (1.3’) est surjective et que l’on a H3
nr(F (X),Q`/Z`(2)) = 0 sous l’une

des hypothèses suivantes :

— le groupe CH0(X)
Q

est supporté en dimension 0 et ` ne divise pas l’ordre de NS(S)tors ([CTSc21,
Théorème 1.1]). Comme mentionné ci-dessus, le cas particulier NS(S)tors = 0 avait été démontré par
Pirutka [Pir16],

— la conjecture de Tate pour les surfaces est vraie, CH0(X)
Q

est supporté en dimension 0 et le groupe
HomG(NS(S) {`} , JC(F ) {`}) est nul ([CTSc21, Théorème 1.4]).

1.2. Résultats principaux.

Notre premier résultat montre l’équivalence entre la surjectivité des applications (1.2’) et (1.3’) pour certains
produits.

Théorème 1.3. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur F , de dimension 1
et 2 respectivement et X := C ×

F
S . On suppose que l’on a ρ(S) = b2(S). Alors l’application (1.2’) est surjective si et

seulement si l’application (1.3’) est surjective.

En conséquence du théorème 1.3, on généralise et rend inconditionnels plusieurs résultats de [CTSc21].

Théorème 1.4. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur F , de dimension
1 et 2 respectivement et X := C ×

F
S . Supposons que l’on ait ρ(S) = b2(S) et notons JC la jacobienne de C et

(Pic0
S/F )red la composante connexe du schéma de Picard de S , avec sa structure réduite.

(a) Supposons

(1.4) HomG(NS(S){`}, JC(F ) {`}) = 0 et Hom
F −gr((Pic0

S/F )red, JC) = 0.

Alors l’application (1.3’) est surjective.

(b) Si la condition (1.4) est satisfaite et CH0(S)
Q
est supporté en dimension 1, alors

H3
nr(F (X),Q`/Z`(2)) = 0.

Si CH0(S)
Q

est supporté en dimension 0, alors b1(S) = 0, ρ(S) = b2(S) et la composante connexe du
schéma de Picard de S est triviale. On obtient alors [CTSc21, Théorème 1.4] sans supposer la conjecture de
Tate pour les surfaces. En conséquence, on obtient une réponse affirmative inconditionnelle à la question 1.2
dans certains cas. Dans [CTSc21], on avait obtenu l’assertion suivante sous la conjecture de Tate pour les
surfaces.

Corollaire 1.5. Si la caractéristique de F est différente de 2 et X = C ×
F
S , où S est une surface d’Enriques et C

est une courbe elliptique sans points d’ordre 2 définis sur F , la question 1.2 a réponse affirmative.

Si la courbe elliptique C a un modèle affine d’équation y2 = f (x), où f (x) est un polynôme de degré 3,
la condition du corollaire 1.5 est remplie si est seulement si f (x) est irréductible. Ceci est un phénomène
typique : pour une classe donnée de courbes C et surfaces S , les conditions (1.4) sont généralement faciles à
décrire explicitement et sont satisfaites par une partie substantielle des membres de la classe.

En combinant le théorème 1.4 et la suite exacte de [CTK13, Théorème 6.3]

0 Ker
(
CH2(X){`} → CH2(X){`}

)
H1

(
F ,H3(X,Z`(2))tors

)

Ker
(
H3

nr(F (X),Q`/Z`(2))H3
nr(F (X),Q`/Z`(2))

)
Coker

(
CH2(X)→ CH2(X)G

)
{`} 0,

on obtient la conséquence suivante pour la descente galoisienne pour CH2(X).
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Corollaire 1.6. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur F , de dimension 1
et 2 respectivement et X := C ×

F
S . Supposons ρ(S) = b2(S), que la condition (1.4) est satisfaite et que CH0(S)

Q

est supporté en dimension ≤ 1. Alors

Ker
(
CH2(X){`} → CH2(X){`}

)
'H1

(
F ,H3(X,Z`(2))tors

)
et la flèche naturelle CH2(X)→ CH2(X)G est surjective.

Dans la situation du corollaire 1.5, H3(X,Z2(2))tors 'Z/2Z et l’application CH2(X){2} → CH2(X){2}
n’est donc jamais injective.

1.3. Idées de la démonstration.

Les méthodes utilisées dans cet article diffèrent sensiblement de celles de [CTSc21]. Dans [CTSc21], sous
l’hypothèse que CH0(S)

Q
est supporté en dimension 0, le point principal était l’étude, par des outils venant

de la K-théorie algébrique, du groupe de Chow des 0-cycles de degré 0 sur la surface S ×
F
F (C), groupe

qui est lié à CH2(X) au moyen de la suite de localisation.
Dans cet article, on utilise une méthode globale. Le résultat clé pour la preuve du théorème 1.3 est le

théorème 4.1 qui montre que, sous l’hypothèse b2(S) = ρ(S), le noyau de H4(X,Z`(2))→H4(X,Z`(2)) est
contenu dans l’image de l’application (1.3’). La démonstration du théorème 4.1 se fait en plusieurs étapes.

— La suite spectrale d’Hochschild-Serre induit un isomorphisme

θX : Ker(H4(X,Z`(2))→H4(X,Z`(2)))
∼−→H1(F ,H3(X,Z`(2)));

voir (4.1). Par la formule de Künneth `-adique, le groupe de droite admet une décomposition en trois
facteurs directs

H1
(
F ,H3(S,Z`(2))

)
, H1

(
F ,H1(S,Z`(1))

)
et

H1
(
F ,H2(S,Z`(1))⊗

Z`
H1(C,Z`(1))

)
.

En utilisant l’hypothèse b2(S) = ρ(S) et un célèbre théorème de Lang [Lan56b] (voir aussi [CTSS83,
Théorème 5]), on montre dans les lemmes 4.2 et 4.4 que les deux premiers termes sont contenus dans
l’image de l’application (1.3’).

— Pour conclure, il suffit de montrer que le facteur “mixte” est contenu dans l’image de l’application
(1.3’). On construit un homomorphisme

Pic(S)⊗
Z
JC(F )⊗

Z
Z`→H1

(
F ,H2(S,Z`(1))⊗

Z`
H1(C,Z`(1))

)
en utilisant la théorie de Kummer et le cup-produit en cohomologie galoisienne ; voir (4.6) et (4.8). Il
n’est pas a priori clair que cet homomorphisme est compatible avec

Pic(S)⊗
Z
JC(F )⊗

Z
Z`

∪−→ CH2(X)⊗
Z
Z`

(1.3’)
−−−→H4(X,Z`(2)).

La démonstration de cette compatibilité est le cœur technique de ce travail. Pour cela, une étude
systématique de la flèche θX est nécessaire. Ceci occupe la plus grande partie des sections 3 et 4.
Notre analyse s’applique à X arbitraire et donc pourrait potentiellement être utilisée pour des variétés
plus générales que des produits.

— En utilisant cette description et la condition b2(S) = ρ(S), on arrive à démontrer que le terme
manquant de la décomposition ci-dessus est dans l’image de l’application (1.3’) si G agit trivialement
sur NS(S). Par un argument de normes utilisant l’application trace `-adique, on déduit de cela
le théorème 4.1. Ce dernier argument, suggéré par Jean-Louis Colliot-Thélène, n’est pas difficile à
comprendre mais un peu surprenant : les arguments de restriction-corestriction n’aident généralement
pas à prouver des cas de la conjecture de Tate entière.
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Notations

Si A est un groupe abélien, n ≥ 1 est un entier, et ` est un nombre premier, on note A[n] := {a ∈ A : na = 0},
A {`} le sous-groupe de torsion `-primaire de A, Ators le sous-groupe de torsion de A, A/ tors := A/Ators,
T`(A) le module de Tate de A et V`(A) := T`(A)⊗

Z`
Q` .

Si k est un corps, on note k une clôture séparable de k. Si k′/k est une extension galoisienne de corps,
G = Gal(k′/k) est le groupe de Galois, et M est un G-module continu, on note H i(G,M) le i-ème groupe
de cohomologie galoisienne de G à valeurs dans M, et on écrit MG =H0(G,M) pour le sous-module des
éléments fixés par G. Si k′ = k, on écrit H i(k,M) pour H i(G,M).

Si k′/k est une extension de corps et X est un k-schéma, on note Xk′ := X ×k k′ . Si k′ = k, on écrit X pour
X ×k k. Si F est un faisceau abélien étale sur X, on notera F l’image réciproque de F le long du morphisme
de projection X→ X. Si Y → X est un morphisme de schémas, pour tout n ≥ 0 on écrit

Y nX := Y ×X Y ×X · · · ×X Y , (n fois).

Si k est un corps, ` un nombre premier inversible dans k, et n ≥ 1 un entier, on note µ`n le faisceau abélien
étale des racines `n-ièmes de l’unité. Si i > 0, on note µ⊗i`n := µ`n ⊗ · · · ⊗ µ`n (i fois), et si i < 0 on note

µ⊗i`n := Hom(µ⊗(−i)
`n ,Z/`n), et µ⊗0

`n := Z/`n.
Soient k un corps et X une k-variété, c’est-à-dire un k-schéma séparé de type fini. Si F est un pre-

faisceau sur X, on note Ȟ i(X,F) les groupes de cohomologie de Čech. Si F est un faisceau sur X pour
la topologie étale sur X, on écrit H i(X,F) pour les groupes de cohomologie étale. On note H i (X,Z`(j))
la limite projective des H i(X,µ⊗j`n ) pour n tendant vers l’infini, H i(X,Q`(j)) := H i(X,Z`(j)) ⊗Z`

Q` et

H i(X,Q`/Z`(j)) la limite directe des H i(X,µ⊗j`n ).
On note Pic(X) le groupe de Picard H1

Zar(X,Gm) 'H1
ét(X,Gm) et Br(X) le groupe de Brauer cohomo-

logique H2
ét(X,Gm). On note CHi(X) le groupe des cycles de dimension i modulo équivalence rationnelle

et, si X est lisse et irréductible de dimension d, on pose CH i(X) := CHd−i(X). Si X est projective et
géométriquement intègre, on note Pic0

X/k la composante connexe du schéma de Picard de X (qui existe
d’après [Kle05, Theorem 5.4]) et, si k est parfait, on note (Pic0

X/k)red sa réduction (qui est une variété
abélienne si X est géométriquement normale). Si X est propre, lisse et irréductible et k est séparablement
clos, on note NS(X) le groupe de Néron-Severi de X (qui est un groupe abélien de type fini), ρ(X) le rang
de NS(X) et bi(X) := dim

Q`
H i(X,Q`) les nombres de Betti de X.

Si A et B sont deux groupes algébriques sur le corps k, on note Homk−gr(A,B) l’ensemble des homo-
morphismes de k-groupes algébriques entre A et B. Si A et B sont commutatifs, Homk−gr(A,B) admet une
structure naturelle de groupe abélien. Si k est séparablement clos, A est une variété abélienne sur k et ` est
un nombre premier inversible dans k, on pose T`(A) := T`(A(k)) et V`(A) := T`(A)⊗

Z`
Q` .

Remerciements
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2. Préliminaires

2.1. Passage à la limite

On rappelle ici des arguments bien connus de passage à la limite en algèbre commutative et cohomologie
galoisienne, qui seront utilisés plusieurs fois dans la suite.

Lemme 2.1. Soient A un anneau commutatif avec identité et (Mn)n∈N un système projectif de A-modules de
longueur finie.

(a) Si N est un A-module de présentation finie, la flèche naturelle

lim←−−
n

(Mn)⊗AN → lim←−−
n

(Mn ⊗AN )

est un isomorphisme de A-modules.

(b) Si N est un Z-module de type fini, la flèche naturelle

lim←−−
n

(Mn)⊗
Z
N → lim←−−

n

(Mn ⊗ZN )

est un isomorphisme de A-modules.

Démonstration. (a) Comme N est de présentation finie, on dispose d’une suite exacte

(2.1) Ar
ϕ′

−−→ As
ϕ
−→N → 0.

Si on tensorise la suite exacte (2.1) par lim←−−nMn, on obtient une suite exacte

(2.2) (lim←−−
n

Mn)⊗AAr → (lim←−−
n

Mn)⊗AAs→ (lim←−−
n

Mn)⊗AN → 0.

Pour tout n ∈N, soient Kn := ker(idMn
⊗ϕ) et K ′n := ker(idMn

⊗ϕ′). Si on tensorise la suite exacte (2.1) par
Mn, on obtient des suites exactes courtes

(2.3) 0→ Kn→Mn ⊗AAs→Mn ⊗AN → 0,

(2.4) 0→ K ′n→Mn ⊗AAr → Kn→ 0.

Comme Kn ⊂Mn⊗AAs et la longueur de Mn⊗AAs 'Ms
n est finie, par [Mat89, §1.2 p.12] la longueur de Kn

est finie. On en déduit que la suite des Kn satisfait la condition de Mittag-Leffler. Le même argument montre
que la suite des K ′n satisfait la condition de Mittag-Leffler. Donc, d’après [NSW08, Proposition (2.7.4)] les
suites (2.3) et (2.4) restent exactes après passage à la limite projective en n. Ceci donne une suite exacte

(2.5) lim←−−
n

(Mn ⊗AAr )→ lim←−−
n

(Mn ⊗AAs)→ lim←−−
n

(Mn ⊗AN )→ 0,

où les homomorphismes sont induits par ϕ′ et ϕ. En combinant les suites exactes (2.2) et (2.5), on obtient
un diagramme commutatif avec lignes exactes

(lim←−−nMn)⊗AAr (lim←−−nMn)⊗AAs (lim←−−nMn)⊗AN 0

lim←−−n(Mn ⊗AAr ) lim←−−n(Mn ⊗AAs) lim←−−n(Mn ⊗AN ) 0,

o o

où les flèches verticales sont induites par la propriété universelle de la limite inverse. Comme la limite
inverse commute avec les sommes directes finies, les flèches verticales de gauche et du milieu sont des
isomorphismes. On conclut que la flèche verticale de droite est aussi un isomorphisme, comme voulu.
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(b) La structure de A-module sur Mn ⊗ZN est induite par celle de Mn. On écrit N ' Z
r ⊕ (⊕iZ/mi).

Comme le produit tensoriel commute avec la somme directe, il suffit de montrer que pour tout m ≥ 1 la
flèche

lim←−−
n

(Mn)⊗
Z
Z/m→ lim←−−

n

(Mn ⊗ZZ/m)

est un isomorphisme. Ceci suit du fait que pour tout A-module M, M ⊗
Z
Z/m 'M ⊗AA/mA, du fait que

A/mA est un A-module de présentation finie et de la partie (a). �

Lemme 2.2. Soient A un anneau commutatif avec identité, (Mn)n∈N et (Nn)n∈N deux systèmes projectifs de
A-modules de longueur finie tels que M := lim←−−nMn et N := lim←−−nNn sont des A-modules de présentation finie.
Alors la flèche naturelle

M ⊗AN → lim←−−
n

(Mn ⊗ANn)

est un isomorphisme de A-modules.

Démonstration. On a une chaîne d’isomorphismes de A-modules :

M ⊗AN
∼−→ lim←−−

m

(Mm ⊗AN )
∼−→ lim←−−

m

(lim←−−
n

(Mm ⊗ANn)
∼−→ lim←−−

(m,n)

(Mm ⊗ANn)
∼−→ lim←−−

n

(Mn ⊗ANn).

Le premier et le deuxième isomorphisme viennent du lemme 2.1, le troisième est un cas particulier de la
formule pour la limite sur une catégorie produit et le dernier suit du fait que la suite des (n,n) pour n ≥ 1
est cofinale dans N×N. �

Lemme 2.3. Soient G = Ẑ et σ ∈ G un générateur topologique.

(a) Si M est un G-module continu fini, alors

H i(G,M) '


MG, i = 0,

M/(1− σ )M, i = 1,

0, i ≥ 2.

En particulier, H i(G,M) est fini pour tout i ≥ 0.

(b) Soit (Mn)n∈N un système projectif de Z`-modules finis avec action continue de G, tel que le Z`-module
M := lim←−−nMn est de type fini. Alors pour tout i ≥ 0 la flèche naturelle

H i(G,M) −→ lim←−−
n

H i(G,Mn)

est un isomorphisme.

Démonstration. (a) L’assertion H0(G,M) = MG est évidente, et H i(G,M) = 0 pour tout i ≥ 2 parce que
cd(G) = 1. On a un homomorphisme ϕ :H1(G,M)→M/(1−σ )M défini comme suit : si α ∈H1(G,M) est
représenté par le cocycle

{
αg

}
g∈G

à valeurs dans M, on pose ϕ(α) := ασ + (1− σ )M . On vérifie aisément

qui ϕ est bien défini et un isomorphisme de groupes.
(b) Ceci suit de (a) et de [NSW08, Corollary (2.7.6)]. �

2.2. Application trace

Soient f : X ′→ X un morphisme fini étale de schémas et F un faisceau abélien étale sur X. On écrit

trf : f∗f
∗F→ F

pour indiquer le morphisme trace, défini dans [SGA 4III, IX, 5.1]. Il est univoquement caractérisé par la
compatibilité avec tout changement de base étale et par le fait que si X ′ = qdj=1X et f est l’identité sur

chaque terme, alors l’application induite f∗f
∗F ' Fd → F est la somme.
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Comme f est fini, f∗ est exact. On a alors pour tout i ≥ 0 un isomorphisme H i(X,f∗f ∗F) 'H i(X ′ , f ∗F),
et donc un homomorphisme induit

trf :H i(X ′ , f ∗F)→H i(X,F).

Une définition équivalente de trf est donnée dans [SGA 4III, XVII, Théorème 6.2.3] : comme f est
fini étale, la flèche naturelle f! → f∗ est un isomorphisme, et alors trf est induit par l’homomorphisme
d’adjonction f∗f

∗ ' f!f ∗→ id.
D’après [SGA 4III, XVII, Théorème 6.2.3 (Var 1) et (Var 2)], trf est covariant en F et commute avec tout

changement de base.
Soient ` un nombre premier inversible dans k et j ∈ Z. La fonctorialité de trf nous donne, pour tout

n ≥ 0, un carré commutatif

H i
(
X ′ ,µ

⊗j
`n+1

)
H i

(
X,µ

⊗j
`n+1

)

H i
(
X ′ ,µ

⊗j
`n

)
H i

(
X,µ

⊗j
`n

)
,

trf

trf

les flèches verticales étant induites par l’homomorphisme de puissance `-ième. Par passage à la limite
projective en n, on obtient un homomorphisme

trf :H i(X ′ ,Z`(j))→H i(X,Z`(j)).

2.3. Application cycle

Soient k un corps, X une k-variété lisse équidimensionnelle et n un entier inversible dans k. Pour tout
i ≥ 0, on note

clX : CH i(X)→H2i
(
X,µ⊗in

)
l’application cycle en cohomologie étale, définie de façon cohomologique dans [Del77, Chapitre 4, §2.2.10], ou
en termes d’homologie et dualité de Poincaré dans le paragraphe après [Del77, Chapitre 4, (2.3.1.3)]. Comme
on peut le vérifier à l’aide de la définition cohomologique, les applications clX : CH i(X)→ H2i(X,µ⊗in )
forment un système inverse de flèches compatibles pour n variable. Si ` est un nombre premier inversible
dans k, on notera

clX : CH i(X)→H2i(X,Z`(i))

l’homomorphisme obtenu par passage à la limite sur n = `m, m ≥ 0.

Lemme 2.4. Soit f : X ′→ X un morphisme fini étale de k-variétés lisses équidimensionnelles. Pour tout i ≥ 0 et
tout nombre premier ` inversible dans k, le diagramme

CH i(X ′) H2i(X ′ ,Z`(i))

CH i(X) H2i(X,Z`(i))

clX′

f∗ trf

clX

commute.

Démonstration. Pour tout entier n ≥ 1 inversible dans k, on a un diagramme commutatif

(2.6)

CH i(X ′) H2i(X ′ , i,n) H2i
(
X ′ ,µ⊗in

)

CH i(X) H2i(X,i,n) H2i
(
X,µ⊗in

)
.

clhX′

f∗ f∗

∼

trf

clhX ∼
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Ici H2i(X ′ , i,n) et H2i(X,i,n) sont les groupes d’homologie étale et les isomorphismes horizontaux de droite
proviennent de la dualité de Poincaré ; voir [BO74, Example (2.1)]. Dans (2.6), la commutativité du carré de
droite est une conséquence de [SGA 4III, XVIII, Lemme 3.2.3]. La commutativité du carré de gauche suit de
la fonctorialité de l’homologie étale par rapport aux morphismes propres [BO74, p. 185 ligne 20] et du fait
que, si Y ′ ⊂ X ′ est un sous-schéma fermé intègre de codimension i, Y := f (Y ′) avec sa structure réduite,
ηY et ηY ′ sont les classes fondamentales homologiques de Y et Y ′ (voir [BO74, (1.3.4) et p. 186 ligne -2]) et
g := f |Y ′ : Y ′→ Y , alors g∗(ηY ′ ) = deg(g) · ηY (voir [BO74, (7.1.2)]) et f∗([Y ′]) = deg(g) · [Y ].

Les flèches horizontales composées dans (2.6) sont clX ′ et clX . On conclut par passage à la limite projective
dans (2.6) en n = `m, m ≥ 1. �

2.4. Hochschild-Serre

Soient A, B et C des catégories abéliennes et F : A→ B et G : B → C des foncteurs exacts à gauche.
Supposons que A et B ont suffisamment d’injectifs et que F(I) est G-acyclique pour tout injectif I de A.
Alors pour tout objet A de A on a la suite spectrale de Grothendieck (voir [SP, 015N]) :

(2.7) E
p,q
2 = (RpG)(RqF)(A)⇒ Rp+q(G ◦F)(A).

Soient k un corps, X une k-variété et F un faisceau abélien étale sur X. On a la suite spectrale
d’Hochschild-Serre :

(2.8) E
p,q
2 =Hp

(
k,Hq(X,F)

)
⇒Hp+q(X,F).

On rappelle ici la construction de la suite spectrale (2.8) donnée dans [SGA 4II, VIII, Proposition 8.4] ;
elle nous sera utile dans la preuve du lemme 3.1. Pour toute extension galoisienne finie k′/k, la projection
Xk′ → X est un morphisme couvrant dans le petit site étale sur X. Par [SGA 4I, V, Corollaire 3.4], on a la
suite spectrale de Cartan-Leray (cas particulier de la suite spectrale (2.7)) :

(2.9) E
p,q
2 = Ȟp (Xk′ /X,Hq(X,F))⇒Hp+q(X,F).

Ici Hq(X,F) est le préfaisceau étale sur X qui à tout morphisme étale de type fini V → X associe Hq(V ,F|V ).
Un calcul standard montre que le complexe de Čech du faisceau Hq(X,F) associé au morphisme Xk′ → X
est isomorphe au complexe de cochaînes homogènes de Gal(k′/k) dans Hq(Xk′ ,F|Xk′ ). Cet isomorphisme
est rappelé en détail dans [Mil80, Example III.2.6]. On obtient des isomorphismes

(2.10) Ȟp (Xk′ /X,Hq(X,F)) 'Hp
(
Gal(k′/k),Hq(Xk′ ,F|Xk′ )

)
pour tout p,q ≥ 0. Par conséquent la suite spectrale (2.9) induit une suite spectrale

(2.11) E
p,q
2 =Hp

(
Gal(k′/k),Hq(Xk′ ,F|Xk′ )

)
⇒Hp+q(X,F).

La suite spectrale (2.8) est obtenue comme limite inductive des suite spectrales (2.11), où k′/k parcourt
l’ensemble des sous-extensions galoisiennes finies de k/k.

Une deuxième construction de la suite spectrale (2.8) comme cas particulier de la suite spectrale (2.7) est
mentionnée à la fin de la preuve de [SGA 4II, VIII, Proposition 8.4]. L’équivalence des deux constructions
est implicite dans [SGA 4II, VIII, Proposition 8.4] et n’est pas difficile à démontrer.

Le lemme suivant est responsable du signe dans l’énoncé du lemme 3.1.

Lemme 2.5. Dans la situation de la suite spectrale (2.7), soit

(2.12) 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0
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une suite exacte courte dans A. Alors pour tout entier i ≥ 1 on a un carré anticommutatif

Ker
(
Ri(G ◦F)(C)→ G(Ri−1F)(C)

)
(R1G)(Ri−1F)(C)

Ker
(
Ri+1(G ◦F)(A)→ G(RiF)(A)

)
(R1G)(RiF)(A).

Ici les flèches verticales sont induites par les homomorphismes de connexion dans la suite exacte longue associée à la
suite (2.12), la flèche horizontale du bas est la composée

Ker
(
Ri+1(G ◦F)(A)→ G(RiF)(A)

)
−� E1,i

∞ ⊂ (R1G)(RiF)(A)

induite par (2.7) et celle du haut est définie de la même manière.

Démonstration. Il existe un diagramme commutatif

0 I•A I•B I•C 0

0 A B C 0

où les lignes horizontales sont exactes et les homomorphismes verticales sont résolutions injectives dans A.
Soit encore

0 J•,•A J•,•B J•,•C 0

0 F(I•A) F(I•B) F(I•C) 0

ι•,• π•,•

un diagramme commutatif où les lignes horizontales sont exactes et les homomorphismes verticales sont
résolutions de Cartan-Eilenberg dans B ; voir [SP, 015G].

On suit les conventions de signe de [SP, 010V, OFNB]. Donc J•,•A est un complexe double concentré dans

le quadrant p,q ≥ 0, avec des homomorphismes d
p,q
1 : Jp,qA → J

p+1,q
A et d

p,q
2 : Jp,qA → J

p,q+1
A satisfaisant

d
p+1,q
1 ◦ dp,q1 = 0, d

p,q+1
2 ◦ dp,q2 = 0, d

p,q+1
2 ◦ dp,q1 = dp+1,q

1 ◦ dp,q2 .

Le complexe total associé est (Tot•(J•,•A ),d), où

Totn(J•,•A ) :=
⊕
p+q=n

J
p,q
A , dn :=

∑
p+q=n

(dp,q1 + (−1)pdp,q2 ).

La même discussion s’applique après avoir remplacé A par B ou C.
Comme J•,•A , J•,•B et J•,•C sont des résolutions de Cartan-Eilenberg, pour tout q ≥ 0 on peut trouver des

homomorphismes de complexes

sq = (sp,q)p≥0 : J•,qC → J
•,q
B , rq = (rp,q)p≥0 : J•,qB → J

•,q
A

satisfaisant π•,q ◦ sq = idJ•,qC et rq ◦ ι•,q = idJ•,qA . Soient (J•,•A [0,1],d1[0,1],d2[0,1]) le complexe double défini
par

J•,•A [0,1]p,q = Jp,q+1
A , d1[0,1] = d1, d2[0,1] = −d2

et δ : J•,•C → J•,•A [0,1] le morphisme de complexes doubles donné par δn := rn+1 ◦dnJ•,•B ◦ s
n. Le fait que δ est

un morphisme suit d’un calcul direct ; voir [SP, 011J].
Soit encore

0 −→ Tot(J•,•A )
Tot(ι•,•)
−−−−−−→ Tot(J•,•B )

Tot(π•,•)
−−−−−−−→ Tot(J•,•C ) −→ 0
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la suite exacte courte induite au niveau des complexes totaux,

(s′)n :=
∑
p+q=n

sp,q, (r ′)n :=
∑
p+q=n

rp,q

et δ′ : Tot(J•,•C )→ Tot(J•,•A )[1] le morphisme de complexes (δ′)n := (r ′)n+1 ◦ dnTot(J•,•B ) ◦ (s′)n ; voir encore

[SP, 011J]. Ici, pour un complexe (K,dK ), le complexe (K[1],dK [1]) est défini par (K[1])n = Kn+1 et
(dK [1])n = −dn+1

K .
Les homomorphismes δ et δ′ sont uniquement définis à homotopie près par [SP, 011L] et induisent les

homomorphismes de bord provenant du lemme du serpent par [SP, 011K]. Pour tout p,q ≥ 0, soit (δ′)p,q la
restriction de (δ′)p+q à J

p,q
C . Par un calcul direct, explicité dans la quatrième partie de [SP, 0G6A], on a

(δ′)p,q = (−1)pδp,q

pour tout p,q ≥ 0. En particulier, (δ′)1,i−1 = −δ1,i−1.
Par application de G on obtient une suite exacte courte de complexes doubles

0 −→ G(J•,•A )
G(ι)
−−−→ G(J•,•B )

G(π)
−−−−→ G(J•,•C ) −→ 0.

La conclusion suit du fait que la suite spectrale (2.7) pour A, B et C est définie comme la deuxième suite
spectrale pour G(J•,•A ), G(J•,•B ) et G(J•,•C ), respectivement (voir [SP, 015N]), et du fait que dans le carré de
l’énoncé du lemme, la flèche de gauche est induite par G((δ′)1,i−1) et celle de droite par G(δ1,i−1). �

2.5. Cohomologie de Čech

Soient k un corps et X une k-variété quasi-projective. D’après un théorème dû à Artin [Art71, Corollary
4.2] (voir aussi [Mil80, Theorem III.2.17]), pour tout faisceau abélien étale F sur X et pour tout i ≥ 0 on a un
isomorphisme fonctoriel

(2.13) Ȟ i(X,F)
∼−→H i(X,F).

Cet isomorphisme est le morphisme de coin dans la suite spectrale de Cartan-Leray

E
p,q
2 = Ȟp(X,Hq(X,F)) =⇒Hp+q(X,F),

et Artin montre que l’on a E
p,q
2 = 0 pour tout p ≥ 0 et q ≥ 1. En particulier, les isomorphismes (2.13) sont

compatibles avec les morphismes de coin dans la suite spectrale (2.9).
Pour toute suite exacte courte de faisceaux abéliens étales

0 −→ F′ −→ F −→ F′′ −→ 0,

on déduit un diagramme commutatif à lignes exactes
(2.14)

· · · Ȟ i(X,F′) Ȟ i(X,F) Ȟ i(X,F′′) Ȟ i+1(X,F′) · · ·

· · · H i(X,F′) H i(X,F) H i(X,F′′) H i+1(X,F′) · · · ,

o o o o

où les homomorphismes de bord dans la suite exacte du haut sont induits par les cobords de Čech usuels ;
cf. [God73, §5.11].
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3. L’application θX

Soient k un corps, X une k-variété et F un faisceau abélien étale sur X. La suite spectrale (2.8) donne,
pour tout i ≥ 0, des homomorphismes

(3.1) θX : Ker
(
H i+1(X,F)→H i+1(X,F)

)
−� E1,i

∞ ⊂H1
(
k,H i(X,F)

)
fonctoriels en X et F. Comme la suite spectrale (2.8) est la limite inductive des suites spectrales (2.11), θX est
la limite inductive des homomorphismes

θX,k′ : Ker
(
H1(X,F)→H1(Xk′ ,F|Xk′ )

)
−� E1,i

∞ ⊂H1
(
Gal(k′/k),H1(Xk′ ,F|Xk′ )

)
provenant de la suite spectrale (2.11), où k′/k parcourt l’ensemble des sous-extensions galoisiennes finies de
k/k.

On veut donner une description en cohomologie de Čech de l’homomorphisme (3.1). Pour tout entier
i ≥ 0, considérons le diagramme suivant :

(3.2)

Ker
(
Ȟ i+1(X,F)→ Ȟ i+1(X,F)

)
H1

(
k,Ȟ i(X,F)

)

Ker
(
H i+1(X,F)→H i+1(X,F)

)
H1

(
k,H i(X,F)

)
.

θ̌X

o o

θX

Ici les flèches verticales sont induites par les isomorphismes (2.13) et θ̌X est définie comme suit. Soient
α ∈ Ȟ i+1(X,F) qui devient nul dans Ȟ i+1(X,F), U → X un morphisme étale surjectif de type fini tel que α

est représenté par β ∈ F(U i+2
X ) et γ ∈ F(U

i+1
X ) tel que l’image β de β dans F(U

i+2
X ) est égale à d(γ), où d

est le cobord de Čech. Comme β est défini sur k, il est G-invariant, et donc pour tout g ∈ G on a

d(g(γ)−γ) = g(d(γ))− d(γ) = g(β)− β = 0 dans F(U
i+1
X ).

Donc g(γ)−γ est un cocycle de Čech pour tout g ∈ G. Si c est un cocycle (de Čech ou galoisien), on note
[c] la classe de cohomologie associée. Pour tout g,h ∈ G, on a

(gh)(γ)−γ = g(γ)−γ + g(h(γ)−γ),

donc {[g(γ)−γ]}g∈G est un cocycle galoisien. On définit

(3.3) θ̌X(α) :=
[{

[g(γ)−γ]
}
g∈G

]
∈H1

(
k,Ȟ i(X,F)

)
.

On peut aisément vérifier que cette définition ne dépend que de α. De la même manière, pour toute extension
galoisienne finie k′/k on peut définir un homomorphisme

θ̌X,k′ : Ker
(
Ȟ i+1(X,F)→ Ȟ i+1(Xk′ ,F|Xk′ )

)
−→H1

(
Gal(k′/k),H i(Xk′ ,F|Xk′ )

)
en remplaçant partout k par k′ dans (3.3). Il est immédiat de vérifier que θ̌X est la limite inductive des θ̌X,k′ ,
où k′/k parcourt l’ensemble des sous-extensions galoisiennes finies de k/k.

Lemme 3.1. Soient X une k-variété quasi-projective, F un faisceau abélien étale sur X et i ≥ 0 un entier. Le carré
(3.2) (−1)i-commute.

Démonstration. On pose

Ȟ i+1
0 (X,F) := Ker

(
Ȟ i+1(X,F) −→ Ȟ i+1(X,F)

)
,

H i+1
0 (X,F) := Ker

(
H i+1(X,F) −→H i+1(X,F)

)
.

Soit

(3.4) 0 −→ F −→ I −→ F′ −→ 0
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une suite exacte courte de faisceaux abéliens étales sur X, où I est donné par la construction de Godement
pour F ; voir [Mil80, Remark III.1.20(c)]. Le faisceau I est un produit de faisceaux gratte-ciel étales sur X ;
donc I est flasque. Il s’en suit que I est un produit de faisceaux gratte-ciel étales sur X et donc I est aussi
flasque. Le foncteur d’image réciproque étant exact, la suite (3.4) induit une suite exacte courte

(3.5) 0 −→ F −→ I −→ F′ −→ 0

de faisceaux abéliens étales sur X. Considérons le diagramme

Ȟ i+1
0 (X,F) H1

(
k,Ȟ i(X,F)

)

Ȟ i
0(X,F′) H1

(
k,Ȟ i−1(X,F′)

)

H i
0(X,F′) H1

(
k,H i−1(X,F′)

)

H i+1
0 (X,F) H1

(
k,H i(X,F)

)
,

où les flèches obliques sont induites par les morphismes de bord dans le diagramme (2.14) associé aux suites
(3.4) et (3.5) et les flèches horizontales et verticales viennent du diagramme (3.2) pour (F, i) et (F′ , i − 1). Les
carrés de gauche et de droite commutent d’après le diagramme (2.14), la commutativité du carré du haut suit
d’un calcul explicite avec les cocycles et le carré du bas anticommute par le lemme 2.5. Comme I et I sont
flasques, les flèches obliques de gauche sont des isomorphismes pour tout i ≥ 1. Par récurrence sur i, on se
réduit alors à démontrer la commutativité du carré (3.2) dans le cas i = 0.

Supposons donc i = 0. Dans ce cas, θX est un isomorphisme et son inverse est un homomorphisme de
coin dans la suite spectrale (2.8). Comme θX est la limite inductive des θX,k′ et θ̌X est la limite inductive
des θ̌X,k′ , il suffit de prouver, pour toute extension galoisienne finie k′/k, la commutativité du carré

Ker
(
Ȟ1(X,F)→ Ȟ1(Xk′ ,F)

)
H1 (Gal(k′/k),F(Xk′ ))

Ker
(
H1(X,F)→H1(Xk′ ,F|Xk′ )

)
H1 (Gal(k′/k),F(Xk′ )) ,

o ϕ

θ̌X,k′

θX,k′

où ϕ est induit par l’isomorphisme (2.13). Comme la suite spectrale (2.11) est isomorphe à la suite spectrale
(2.9), on a un carré commutatif

Ker
(
H1(X,F)→H1(Xk′ ,F|Xk′ )

)
H1 (Gal(k′/k),F(Xk′ ))

Ker
(
H1(X,F)→ Ȟ0

(
Xk′ /X,H1(X,F)

))
Ȟ1(Xk′ /X,F),

θX,k′

o ρ

ηX,k′

où l’isomorphisme ηX,k′ vient de la suite spectrale (2.9) et ρ provient de l’isomorphisme (2.10). On se réduit
donc à prouver la commutativité du carré

Ker
(
Ȟ1(X,F)→ Ȟ1(Xk′ ,F)

)
H1 (Gal(k′/k),F(Xk′ ))

Ker
(
H1(X,F)→ Ȟ0

(
Xk′ /X,H1(X,F)

))
Ȟ1(Xk′ /X,F).

o ϕ

θ̌X,k′

o ρ

ηX,k′
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L’inverse de ηX,k′ est un homomorphisme de coin dans la suite spectrale (2.9) et ϕ est défini comme la limite
inductive des homomorphismes de coin Ȟ1(U/X,F)→H1(X,F), où U → X est un morphisme étale surjectif
de type fini. Il s’en suit que l’inverse de ηX,k′ ◦ϕ est l’homomorphisme canonique Ȟ1(Xk′ /X,F)→ Ȟ1(X,F),
c’est-à-dire l’homomorphisme induit par l’identité au niveau des cocycles de Čech. Pour conclure, il suffit
alors de montrer que le triangle

(3.6)

Ȟ1(Xk′ /X,F) H1 (Gal(k′/k),F(Xk′ ))

Ker
(
Ȟ1(X,F)→ Ȟ1(Xk′ ,F|Xk′ )

)o

ρ

θ̌X,k′

commute.
L’isomorphisme ρ provient de l’identification (2.10) du complexe de Čech pour F le long de Xk′ → X avec

le complexe des cochaînes inhomogènes pour le Gal(k′/k)-module F(Xk′ ) ; voir [Mil80, Example III.2.6].
Plus précisément, soient α ∈ Ȟ1(Xk′ /X,F) et β ∈ F(Xk′ ×X Xk′ ) un cocycle de Čech représentant α. Notons
Γ := Gal(k′/k). L’isomorphisme

Xk′ × Γ
∼−→ Xk′ ×X Xk′ , (s,g) 7→ (s, sg)

induit un isomorphisme

F(Xk′ ×X Xk′ )
∼−→ F(Xk′ × Γ ) ' F(Xk′ )× Γ

qui envoie β vers ((id, g)∗(β))g∈Γ . Ici id = idXk′ est l’identité de Xk′ et g : Xk′ → Xk′ est l’isomorphisme
induit par g ∈ Γ . Alors {(id, g)∗(β)}g∈Γ est un Γ -cocycle et

ρ(α) =
[
{(id, g)∗(β)}g∈Γ

]
∈H1 (Γ ,F(Xk′ )) .

La flèche verticale dans le triangle (3.6) envoie α sur [β] ∈ Ȟ1(X,F). Comme d(βk′ ) = 0, il existe γ ∈ F(Xk′ )
tel que l’on ait d(γ) = βk′ . Par définition, θ̌X,k′ ([β]) =

[
{[g(γ)−γ]}g∈G

]
. Le diagramme commutatif de

[Mil80, Example III.2.6] contient le carré commutatif suivant :

F(Xk′ ) F(Xk′ ×X Xk′ )

F(Xk′ ) F(Xk′ )× Γ .

p∗0−p∗1

((id, g)∗)g∈Γ

(g∗−id∗)g∈Γ

On en déduit que l’on a g(γ) − γ = (id, g)∗(β) pour tout g ∈ Γ , donc θX,k′ ([β]) = ρ(α). Ceci prouve la
commutativité du triangle (3.6) et achève la démonstration. �

3.1. Compatibilités

Les deux lemmes suivants montrent que θX est compatible avec les cup-produits et l’application trace en
cohomologie étale.

Lemme 3.2. Soient k un corps, X une k-variété quasi-projective, F et F′ deux faisceaux abéliens pour la topologie
étale sur X, puis α ∈Hq(X,F′), et α l’image de α dans Hq(X,F′). Alors pour tout i ≥ 0 le diagramme

Ker
(
H i+1(X,F)→H i+1(X,F)

)
H1

(
k,H i(X,F)

)

Ker
(
H i+q+1(X,F ⊗

Z
F′)→H i+q+1(X,F ⊗

Z
F′)

)
H1

(
k,H i+q(X,F ⊗

Z
F′)

)
θX

(−)∪α (−)∪α

θX

(−1)q-commute.
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On rappelle que, d’après [SGA 4I, Exposé IV, Proposition 13.4 (c)], on a un isomorphisme canonique
F ⊗

Z
F′ ' F ⊗

Z
F′ .

Démonstration. L’isomorphisme (2.13) respecte le cup-produit par [Mil80, Remark V.1.19(a)]. On note encore
α ∈ Ȟq(X,F′) la classe de Čech correspondant à α. D’après le lemme 3.1, il suffit alors de vérifier l’égalité
θ̌X(β)∪α = θ̌X(β ∪α) pour tout β ∈ Ker(Ȟ i+1(X,F)→ Ȟ i+1(X,F)).

Soient U → X un morphisme étale surjectif de type fini tel que α soit représenté par un cocycle

α0 ∈ F′(U
q+1
X ) et α0 l’image de α0 dans F′(U

q+1
X

). Soient β0 ∈ F(U i+1
X ) un cocycle qui représente β, β0

l’image de β0 dans F(U
i+1
X ) et γ ∈ F(U

i+1
X ) tel que l’on ait d(γ) = β0. Notons

pr1 :U i+q+1
X →U i+1

X , pr2 :U i+q+1
X →U

q+1
X

les projections sur les i + 1 premiers et q+ 1 derniers facteurs, respectivement. Comme θ̌X(β) est représenté
par {[g(γ)−γ]}g∈G, on voit que θ̌X(β)∪α est représenté par

(3.7)
{
[(g(pr∗1(γ))−pr∗1(γ))⊗pr∗2(α0)]

}
g∈G

.

D’un autre côté, comme d(α0) = 0, la classe θ̌X(β ∪α) est représentée par

(3.8)
{
[g(pr∗1(γ)⊗pr∗2(α0))−pr∗1(γ)⊗pr∗2(α0)]

}
g∈G

.

Comme α0 est dans l’image de F′(Uq+1
X )→ F′(U

q+1
X

), on a g(α0) = α0 pour tout g ∈ G. On conclut que les

cocycles (3.7) et (3.8) coïncident et donc que l’on a θ̌X(β)∪α = θ̌X(β ∪α), comme voulu. �

Lemme 3.3. Soient k un corps, f : X ′→ X un morphisme fini étale de k-variétés lisses et quasi-projectives, ` un
nombre premier inversible dans k, i ≥ 0 et j des entiers.

(a) Le carré

Ker
(
H i+1(X ′ ,Z`(j))→H i+1(X ′ ,Z`(j))

)
H1

(
k,H i(X ′ ,Z`(j))

)

Ker
(
H i+1(X,Z`(j))→H i+1(X,Z`(j))

)
H1

(
k,H i(X,Z`(j))

)
.

θX′

trf H1(trf )

θX

commute.

(b) Soient k ⊂ k′ ⊂ k une extension finie et séparable et H ⊂ G le groupe de Galois absolu de k′ . Supposons que
X ′ = Xk′ et que f est la projection naturelle. Alors l’isomorphisme G-équivariant canonique

H i(X ′ ,Z`(j)) 'Z[G/H]⊗
Z
H i(X,Z`(j))

identifie la flèche verticale de droite dans (a) avec la flèche induite par la norme

Z[G/H]⊗
Z
H i(X,Z`(j)) −→H i(X,Z`(j)).

Démonstration. (a) Soit n ≥ 1 un entier. L’homomorphisme θX est compatible avec tout homomorphisme
de faisceaux abéliens étales sur X, et donc en particulier avec trf : f ∗f∗µ`n → µ`n . On a donc un carré
commutatif

(3.9)

Ker
(
H i+1

(
X ′ ,µ

⊗j
`n

)
→H i+1

(
X ′ ,µ

⊗j
`n

))
H1

(
k,H i

(
X ′ ,µ

⊗j
`n

))

Ker
(
H i+1

(
X,µ

⊗j
`n

)
→H i+1

(
X,µ

⊗j
`n

))
H1

(
k,H i

(
X,µ

⊗j
`n

))
.

θX′

trf H1(trf )

θX
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Comme θX , trf et trf sont fonctoriels par rapport aux homomorphismes µ
⊗j
`n+1 → µ

⊗j
`n de puissance `-ième,

les carrés (3.9) avec n ≥ 1 variable forment un système inverse de diagrammes commutatifs compatibles.
On veut passer à la limite projective sur n ≥ 1 dans le carré (3.9). Le foncteur de limite projective étant

exact à gauche, on a une identification canonique

lim←−−
n

Ker
(
H i+1

(
X,µ

⊗j
`n

)
→H i+1

(
X,µ

⊗j
`n

))
' Ker

(
H i+1(X,Z`(j))→H i+1(X,Z`(j))

)
et de même en remplaçant X par X ′ . Les groupes H i(X,µ⊗j`n ) sont finis pour tout i ≥ 1. D’après [NSW08,
Corollary (2.7.6)] on a alors

lim←−−
n

H1
(
k,H i

(
X,µ

⊗j
`n

))
'H1

(
k,H i(X,Z`(j))

)
et de même pour X ′ . Le carré commutatif de (a) est obtenu par passage à la limite sur n ≥ 1 dans le carré
(3.9).

(b) L’identification canonique suit de la décomposition G-équivariante X ′ = qg∈RX
g
, où R ⊂ G est

un ensemble de représentants modulo H . Pour conclure, il suffit d’observer que, comme le morphisme
f : X ′→ X obtenu par changement de base de f est un recouvrement étale trivial, pour tout faisceau étale

F sur X l’application induite f ∗f
∗
F ' F[G:H]→ F est la somme. �

3.2. Le cas d’une courbe

Soient k un corps, G le groupe de Galois absolu de k, C une courbe projective, lisse et géométriquement
connexe sur k et JC la jacobienne de C. La suite exacte courte G-équivariante

(3.10) 0 −→ JC(k) −→ Pic(C)
deg
−−−→Z −→ 0

identifie JC(k) au groupe des diviseurs de degré 0 sur C, modulo équivalence rationnelle. Par passage aux
G-invariants dans la suite (3.10), on obtient un diagramme commutatif

Pic(C) Z

0 JC(k) Pic(C)G Z

deg

deg

où la suite du bas est exacte, et donc un homomorphisme injectif

(3.11) Ker
(
Pic(C)

deg
−−−→Z

)
↪−→ JC(k).

Soit n un entier inversible dans k. On a un diagramme commutatif

(3.12)

Pic(C) Pic(C)/n Pic(C)/n H2(C,µn)

Z Z/n Pic(C)/n H2(C,µn)

deg deg

clC

∼ clC

qui induit un homomorphisme

clC : Ker
(
Pic(C)

deg
−−−→Z

)
−→ Ker

(
H2(C,µn)→H2(C,µn)

)
.

La suite de Kummer 1 −→ µn −→Gm −→Gm −→ 1 donne un isomorphisme H1(C,µn)
∼−→H1(C,Gm)[n].

La suite obtenue par passage à la n-torsion dans la suite (3.10) est encore exacte, et donne alors un
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isomorphisme JC(k)[n] 'H1(C,Gm)[n]. On obtient un isomorphisme

(3.13) H1(C,µn)
∼−→H1

(
C,Gm

)
[n]

∼−→ JC(k)[n].

Considérons le diagramme :

(3.14)

Ker
(
Pic(C)

deg
−−−→Z

)
/n Ker

(
H2(C,µn)→H2(C,µn)

)

JC(k)/n H1
(
k, JC(k)[n]

)
H1

(
k,H1(C,µn)

)
.

clC

θC

∼

Ici, l’homomorphisme vertical de gauche est induit par la flèche (3.11). Dans la ligne du bas de (3.14), la flèche
de gauche est induite par la suite exacte courte

1 −→ JC[n] −→ JC
×n−−→ JC −→ 1,

et la flèche de droite est obtenue par passage à la cohomologie galoisienne dans l’isomorphisme (3.13).

Lemme 3.4. Soit C une courbe projective, lisse et géométriquement connexe sur le corps k et soit JC la jacobienne
de C. Pour tout entier n ≥ 1 inversible dans k, le diagramme (3.14) commute.

Démonstration. Soit D ∈ Pic(C) tel que deg(D) = 0. Dans le diagramme (3.14), la flèche composée

Ker
(
Pic(C)

deg
−−−→Z

)
/n→ JC(k)/n→H1

(
k, JC(k)[n]

)
envoie D sur la classe représentée par le cocycle

{
[g(D̃)− D̃]

}
g∈G

, où D̃ ∈ JC(k) satisfait nD̃ =D .

D’après le lemme 3.1 pour i = 1, il suffit de prouver que le diagramme obtenu de (3.14) en remplaçant la
cohomologie des faisceaux par la cohomologie de Čech anticommute. Soient U → C un morphisme étale
surjectif de type fini, et λ ∈ Gm(U2

C) un cocycle représentant D dans Ȟ1(C,Gm). Pour tout h ∈ {0,1} et
i, j ∈ {0,1,2}, les projections

ph :U2
C →U et pij :U3

C →U2
C

induisent des diagrammes commutatifs

µn(U ) µn(U2
C) µn(U3

C)

Gm(U ) Gm(U2
C) Gm(U3

C).

p∗h p∗ij

p∗h p∗ij

On note p ∗h et p ∗ij les flèches correspondantes au niveau k.
Le fait que λ est un cocycle s’écrit

p∗12(λ)p∗02(λ)−1p∗01(λ) = 1 dans Gm(U3
C).

Quitte à raffiner U , on peut supposer qu’il existe λ1 ∈ Gm(U2
C) tel que λ = λn1. On appelle λ et λ1 les

images de λ et λ1 dans Gm(U
2
C), respectivement. (On note que λ1 et λ1 ne respectent pas nécessairement

la condition de cocycle.) Soit encore λ̃ ∈ Gm(U
2
C) un cocycle représentant D̃ dans Ȟ1(C,Gm). Comme

D = nD̃, [λ] = [λ̃n] dans Ȟ1(C,Gm), et donc il existe ξ ∈Gm(U ) tel que l’on ait

λ = p ∗1(ξ)p ∗0(ξ)−1λ̃n dans Gm(U
2
C).

Quitte à raffiner U , on peut supposer qu’il existe ξ1 ∈Gm(U ) tel que ξ = ξn1 . On définit

(3.15) ν := λ1(p ∗1(ξ1)p ∗0(ξ1)−1λ̃)−1 ∈ µn(U
2
C).
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Par la définition des homomorphismes de bord en cohomologie de Čech, clC([λ]) est représenté par le
cocycle

p∗12(λ1)p∗02(λ1)−1p∗01(λ1) ∈ µn(U3
C).

L’image de ce cocycle dans µn(U
3
C) est le cocycle

p ∗12(λ1)p ∗02(λ1)−1p ∗01(λ1) ∈ µn(U
3
C).

On a

p ∗12

(
p ∗1(ξ1)p ∗0(ξ1)−1

)
p ∗02

(
p ∗1(ξ1)p ∗0(ξ1)−1

)−1
p ∗01

(
p ∗1(ξ1)p ∗0(ξ1)−1

)
= 1

et on sait que p ∗12(λ̃)p ∗02(λ̃)−1p ∗01(λ̃) = 1 parce que λ̃ est un cocycle. On déduit de la définition (3.15) que
l’on a

(3.16) p ∗12(λ1)p ∗02(λ1)−1p ∗01(λ1) = p ∗12(ν)p ∗02(ν)−1p ∗01(ν) dans µn(U
3
C).

Comme ν ∈ µn(U
2
C), la classe θ̌C(clC[λ]) ∈H1(k,Ȟ1(C,µn)) est représentée par le cocycle {[g(ν)/ν]}g∈G.

L’isomorphisme Ȟ1(C,µn)
∼−→ Ȟ1(C,Gm)[n] est induit par l’inclusion µn ⊂Gm : si c ∈ µn(U

2
C), l’image

de [c] ∈ Ȟ1(C,µn) est la classe de c dans Ȟ1(C,Gm), où on voit c comme un élément de Gm(U
2
C). Donc

l’image de θ̌C(clC[λ]) dans H1(k,Ȟ1(C,Gm)[n]) est
{
[g(ν)/ν]

}
g∈G

, où on voit chaque g(ν)/ν comme un

élément de Gm(U
2
C).

Comme λ1 ∈Gm(U
2
C) est l’image de λ1 ∈Gm(U2

C), on a g(λ1) = λ1 pour tout g ∈ G. D’après la définition
(3.15), pour tout g ∈ G on a alors l’égalité

g(ν)
ν

=
g
(
p ∗1(ξ1)−1p ∗0(ξ1)

)
p ∗1(ξ1)−1p ∗0(ξ1)

·
g(λ̃−1)

λ̃−1
dans Gm(U

2
C),

donc

[g(ν)/ν] = [g(λ̃−1)/λ̃−1] dans Ȟ1(C,Gm)[n].

On conclut que l’image de θ̌C(clC([λ])) dans H1(k,Ȟ1(C,Gm)[n]) est représentée par
{
[g(λ̃−1)/λ̃−1]

}
g∈G

.

Comme D̃ est représenté par λ̃, l’image de θ̌C(clC([λ])) dans H1(k, J(k)[n]) est représentée par{
[g(−D̃)− (−D̃)]

}
g∈G

=
{
−[(g(D̃)− D̃)]

}
g∈G

. Ceci montre que le diagramme obtenu de (3.14) par passage à la

cohomologie de Čech anticommute, donc que le diagramme (3.14) commute. �

4. Preuve du théorème 1.3

Le but de cette section est la démonstration du théorème suivant et, par conséquent, du théorème 1.3.

Théorème 4.1. Soient F un corps fini, ` un nombre premier inversible dans F , C et S deux variétés géométri-
quement connexes, projectives et lisses sur F , de dimension 1 et 2 respectivement et X := C ×

F
S . Sous l’hypothèse

b2(S) = ρ(S), le noyau de H4(X,Z`(2))→H4(X,Z`(2)) est contenu dans l’image de l’application cycle

clX : CH2(X)⊗
Z
Z` −→H4(X,Z`(2)).

Soit X une variété projective et lisse sur un corps fini F . Comme cd(F ) = 1, pour tout faisceau abélien
fini F sur X et pour tout i ≥ 0 l’homomorphisme θX de (3.1) est un isomorphisme. Soit j un entier. Pour tout

n ≥ 1, on pose F = µ⊗j`n dans (3.1). On obtient un système inverse d’isomorphismes

θX : Ker
(
H i+1

(
X,µ

⊗j
`n

)
→H i+1

(
X,µ

⊗j
`n

))
∼−→H1

(
F ,H i

(
X,µ

⊗j
`n

))
.
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En utilisant le lemme 2.3(b), la finitude de la cohomologie étale à coefficients µ
⊗j
`n pour les F -variétés

projectives lisses et l’exactitude à gauche du foncteur de limite projective, on obtient par passage à la limite
projective un isomorphisme

(4.1) θX : Ker
(
H i+1(X,Z`(j))→H i+1(X,Z`(j))

) ∼−→H1
(
F ,H i(X,Z`(j))

)
.

Comme F est fini, H i+1(X,Z`(j)) −→ H i+1(X,Z`(j))G est surjectif par le lemme 2.3(b). On déduit de
l’isomorphisme (4.1) l’existence d’une suite exacte courte

(4.2) 0 H1
(
F ,H i(X,Z`(j))

)
H i+1(X,Z`(j)) H i+1(X,Z`(j))G 0.

ιX

où ιX est induit par l’inverse de θX . Comme θX est fonctoriel en X, la suite (4.2) est naturelle en X.
Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur F , de dimension 1 et 2

respectivement, et X := C ×
F
S . Comme H ∗(C,Z`) est sans torsion, par la formule de Künneth `-adique

[Mil80, Corollary VI.8.13] on a des isomorphismes Galois-équivariants

(4.3) H3
(
X,Z`(2)

)
'H3

(
S,Z`(2)

)
⊕
[
H2

(
S,Z`(1)

)
⊗
Z`
H1

(
C,Z`(1)

)]
⊕H1(S,Z`(1)),

(4.4) H4
(
X,Z`(2)

)
'H4

(
S,Z`(2)

)
⊕
[
H3

(
S,Z`(1)

)
⊗
Z`
H1

(
C,Z`(1)

)]
⊕H2(S,Z`(1)).

induits par projections et cup-produits. Nous allons obtenir le théorème 4.1 comme conséquence des trois
lemmes suivants.

Lemme 4.2. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur F , de dimension
1 et 2 respectivement et X := C ×

F
S . L’image de (1.3’) contient le facteur direct H1

(
F ,H3(S,Z`(2))

)
de

H1
(
F ,H3(X,Z`(2))

)
.

Démonstration. Par un théorème de Kato et Saito [KS83] (voir aussi [CTSS83, Théorème 5]), l’application
cycle CH2(S) ⊗

Z
Z` −→ H4(S,Z`(2)) est un isomorphisme. Pour nos besoins, il nous suffira de savoir

que cette application cycle est surjective, ce qui a été démontré par Lang [Lan56b]. On a un diagramme
commutatif

CH2(S)⊗
Z
Z` H4(S,Z`(2)) H1

(
F ,H3(S,Z`(2))

)

CH2(X)⊗
Z
Z` H4(X,Z`(2)) H1(F ,H3

(
X,Z`(2))

)
,

clS

pr∗S pr∗S

ιS

pr∗S

clX ιX

où le carré de gauche commute par [Mil80, Proposition VI.9.2] (dont la preuve vaut sur un corps de base
quelconque) et le carré de droite commute par la naturalité de la suite exacte (4.2). Ceci implique que
H1

(
F ,H3(S,Z`(2))

)
est dans l’image de (1.3’), comme voulu. �

Remarque 4.3. Soit X = Y ×
F
C, où C est une courbe projective, lisse et géométriquement connexe, Y est

une variété projective, lisse et géométriquement connexe de dimension d telle que l’image de l’application
(1.3’) pour Y contient le sous-groupe

H1
(
F ,H2d−1(Y ,Z`(d))

)
⊂H2d(Y ,Z`(d)).

L’argument de la preuve du lemme 4.2 montre que le facteur direct de Künneth

H1
(
F ,H2d−1(Y ,Z`(d))

)
⊂H1

(
F ,H2d+1(X,Z`(d))

)
est dans l’image de l’application (1.3’) pour X.

Lemme 4.4. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur F , de dimension 1 et
2 respectivement et X := C ×

F
S . L’image de l’application (1.3’) contient le facteur direct H1

(
F ,H1(S,Z`(1))

)
de

H1
(
F ,H3(X,Z`(2))

)
.
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Démonstration. La suite de Kummer induit, par passage à la limite projective, une suite exacte

(4.5) Pic(S)⊗
Z
Z` −→H2(S,Z`(1)) −→ T`(Br(S)).

Montrons que l’application composée

H1
(
F ,H1(S,Z`(1))

)
H2(S,Z`(1)) T`(Br(S))

ιS

est nulle. Un argument de poids, utilisant les conjectures de Weil démontrées par Deligne [Del74], montre
que H1

(
F ,H1(S,Z`(1))

)
est un groupe fini ; voir [CTSS83, p. 781]. Comme tout module de Tate, le groupe

T`(Br(S)) est sans torsion. L’exactitude de la suite (4.5) entraîne donc que H1
(
F ,H1(S,Z`(1))

)
est dans

l’image de

Pic(S)⊗
Z
Z` −→H2(S,Z`(1)).

D’après la borne de Hasse–Weil, il existe un 0-cycle ζ ∈ Pic(C) de degré 1 ; voir par exemple [Sou84,
1.5.3. Lemme 1]. Soit clC(ζ) l’image de clC(ζ) ∈H2(C,µn) dans H2(C,µn). On a un diagramme commutatif

Pic(S)⊗
Z
Z` H2(S,Z`(1)) H1

(
F ,H1(S,Z`(1))

)

CH2(X)⊗
Z
Z` H4(X,Z`(2)) H1

(
F ,H3(X,Z`(2))

)
.

clS

pr∗S (−)∪pr∗C (ξ) pr∗S (−)∪pr∗C (clC (ζ))

ιS

pr∗
S
(−)∪pr∗

C
(clC (ζ))

clX ιX

Le carré de gauche commute par [Mil80, Proposition VI.9.4] (dont la preuve vaut sur un corps de base quel-
conque) et le carré de droite commute par les lemmes 3.2 et 2.3(b). Ceci implique que H1

(
F ,H1(S,Z`(1))

)
est dans l’image de l’application (1.3’). �

Remarque 4.5.

(i) Plus précisément, H1
(
F ,H1(S,Z`(2))

)
est dans l’image du noyau de la flèche composée

Pic(S)tors ⊗ZZ` −→H2(S,Z`(1)) −→H2(S,Z`(1)).

(ii) Soit X = Y ×
F
C, où C est une courbe projective, lisse et géométriquement connexe, Y est une variété

projective, lisse et géométriquement connexe de dimension d telle que H1(F ,H2d−3(Y ,Z`(d − 1)))
est dans l’image de l’application (1.3’) pour Y . Alors l’argument de la preuve du lemme 4.4 montre
que le facteur de Künneth H1

(
F ,H2d−3(Y ,Z`(d − 1))

)
⊂H1

(
F ,H2d−1(X,Z`(d))

)
est dans l’image

de l’application (1.3’) pour X.

Lemme 4.6. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur F , de dimension
1 et 2 respectivement et X := C ×

F
S . Supposons que l’on ait b2(S) = ρ(S) et que G agisse trivialement sur

NS(S). Alors l’image de l’application (1.3’) contient le facteur direct H1
(
F ,H2(S,Z`(1))⊗

Z`
H1(C,Z`(1))

)
de

H1
(
F ,H3(X,Z`(2))

)
.

Démonstration. Soit n un entier inversible dans F . On pose

Pic0(C) := Ker
(
Pic(C)

deg
−−−→Z

)
,

(CH2(X)/n)0 := Ker
(
CH2(X)/n −→ CH2(X)/n

)
,

H2
0 (C,µn) := Ker

(
H2(C,µn) −→H2(C,µn)

)
, et

H4
0

(
X,µ⊗2

n

)
:= Ker

(
H2

(
X,µ⊗2

n

)
−→H2

(
X,µ⊗2

n

))
.
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Considérons le diagramme commutatif
(4.6)

Pic(S)⊗
Z
JC(F )/n Pic(S)⊗

Z
Pic0(C)/n (CH2(X)/n)0

Pic(S)⊗
Z
H1

(
F , JC(F )[n]

)
H2(S,µn)⊗

Z
H2

0 (C,µn) H4
0

(
X,µ⊗2

n

)

Pic(S)⊗
Z
H1

(
F ,H1

(
F ,H1(C,µn)

))
H2(S,µn)G ⊗

Z
H1

(
F ,H1(C,µn)

)

H1
(
F ,Pic(S)⊗

Z
H1

(
F ,H1(C,µn)

))
H1

(
F ,H2(S,µn)⊗

Z
H1(C,µn)

)
H1

(
F ,H3

(
X,µ⊗2

n

))
.

o

∼ ∪

clS ⊗clC clX

∪

(−)⊗θC

θX

o

∪ ∪

La flèche horizontale supérieure gauche est (3.11). Comme Br(F ) = 0, les flèches naturelles Pic(C)→ Pic(C)G

et Pic(S)→ Pic(S)G sont bijectives. En particulier l’homomorphisme (3.11) est un isomorphisme pour C. Le
rectangle de gauche est induit par (3.14) et commute d’après le lemme 3.4, le carré commutatif supérieur
droit vient de la compatibilité de l’application cycle et du cup-produit. La commutativité du carré inférieur
gauche suit de la fonctorialité du cup-produit en cohomologie galoisienne, et celle du carré inférieur droit se
déduit de la commutativité, pour tout α ∈H2(S,µn), du carré

H1
(
F ,H1(C,µn)

)
H2(C,µn)

H1
(
F ,H3(X,µn)

)
H4(X,µn),

ιC

H1(α∪pr∗
C

(−)) α∪pr∗C (−)

ιC

ce qui suit du lemme 3.2.
On veut passer à la limite sur n = `m, m ≥ 0, dans le diagramme (4.6). Comme Pic0

S/F (F ) est divisible,
en tensorisant la suite exacte courte

(4.7) 0 Pic0
S/F (F ) Pic(S) NS(S) 0

par le groupe fini H1(C,µ`m), on obtient un isomorphisme

Pic(S)⊗
Z
H1(C,µ`m) 'NS(S)⊗

Z
H1(C,µ`m).

Comme NS(S) est un Z-module de type fini, le lemme 2.1(b) entraîne

lim←−−
m

(
Pic(S)⊗

Z
H1(C,µ`m)

)
'NS(S)⊗

Z
H1(C,Z`).

Les groupes JC(F ) et JC(F )[n] sont finis, Pic(S) =H0(F ,Pic(S)) est un Z-module de type fini, les groupes

de cohomologie étale des variétés C,S et X à valeurs dans µ
⊗j
n sont finis, et ceux à valeurs dans Z` sont

des Z`-modules de type fini. Par passage à la limite dans le diagramme commutatif (4.6) sur n = `m, m ≥ 0,
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en utilisant les lemmes 2.1, 2.2 et 2.3(b), on obtient alors le diagramme commutatif suivant :
(4.8)

Pic(S)⊗
Z
JC(F )⊗

Z
Z` Pic(S)⊗

Z
Pic0(C)⊗

Z
Z` lim←−−(CH2(X)/`m)0

Pic(S)⊗
Z
H1 (F ,T`(JC)) H2(S,Z`(1))⊗

Z`
H2

0 (C,Z`(1)) H4
0 (X,Z`(2))

Pic(S)⊗
Z
H1

(
F ,H1(C,Z`(1))

)
H2(S,Z`(1))G ⊗

Z`
H1

(
F ,H1(C,Z`(1))

)

H1
(
F ,NS(S)⊗

Z
H1(C,Z`(1))

)
H1

(
F ,H2(S,Z`(1))⊗

Z`
H1(C,Z`(1))

)
H1

(
F ,H3(X,Z`(2))

)
.

o

∼ ∪

clS ⊗clC clX

∪

(−)⊗θC

θX

o

∪ ∪

Ici

H2
0 (C,Z`(1)) := Ker

(
H2(C,Z`(1)) −→H2(C,Z`(1))

)
,

H4
0 (X,Z`(2)) := Ker

(
H4(X,Z`(2))→H4(X,Z`(2))

)
.

Pour conclure, il suffit alors de démontrer que la composée

(4.9)

Pic(S)⊗
Z
H1

(
F ,H1(C,Z`(1))

)
H1

(
F ,NS(S)⊗

Z
H1(C,Z`(1))

)

H1
(
F ,H2(S,Z`(1))⊗

Z`
H1(C,Z`(1))

)
apparaissant dans le coin inférieur gauche du diagramme (4.8) est surjective.

Par [Mil80, Corollary V.3.28(d)], le conoyau de la flèche injective NS(S)⊗
Z
Z`→H2(S,Z`(1)) est sans

torsion. Comme ρ(S) = b2(S), cette injection est un isomorphisme, ce qui implique que la deuxième flèche
dans (4.9) est un isomorphisme.

Comme Pic0
S/F (F ) est de torsion et Q`/Z` ⊗Z Z` ' Q`/Z` , on a un isomorphisme G-équivariant

Pic0
S/F (F )⊗

Z
Z` ' Pic0

S/F (F ){`} et donc le théorème de Lang [Lan56a, Theorem 2] appliqué à (Pic0
S/F )red

donne H1(F ,Pic0
S/F (F ) ⊗

Z
Z`) = 0. On tensorise la suite (4.7) par Z` et on passe à la cohomologie

galoisienne. On en déduit que la flèche naturelle Pic(S)⊗
Z
Z`→NS(S)G⊗

Z
Z` est surjective. Pour montrer

la surjectivité de l’homomorphisme (4.9) et conclure, il suffit alors d’établir la surjectivité de la flèche

NS(S)G ⊗
Z
H1

(
F ,H1(C,Z`(1))

)
−→H1

(
F ,NS(S)⊗

Z
H1(C,Z`(1))

)
donnée par le cup-produit en cohomologie galoisienne.

Par hypothèse le groupe G agit trivialement sur NS(S). En écrivant NS(S) comme la somme directe de
son sous-groupe de torsion et d’un sous-module libre, on se réduit à vérifier que pour tout m ≥ 1, la flèche
naturelle

ϕm :H1
(
F ,H1(C,Z`(1))

)
/`m −→H1

(
F ,H1(C,µ`m)

)
est un isomorphisme. Comme H2(C,Z`(1)) ' Z` est sans torsion, par [Mil80, Lemma V.1.11] la flèche
naturelle

H1(C,Z`(1))/`m −→H1(C,µ`m)

est un isomorphisme. On a alors une suite exacte courte

0 H1(C,Z`(1)) H1(C,Z`(1)) H1(C,µ`m) 0.×`m
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Par passage à la cohomologie galoisienne, on obtient une suite exacte

0 H1
(
F ,H1(C,Z`(1))

)
/`m H1

(
F ,H1(C,µ`m)

)
H2

(
F ,H1(C,Z`(1))

)
.

ϕm

La conclusion suit du fait que, d’après le lemme 2.3, on a

H2
(
F ,H1(C,Z`(1))

)
' lim←−−

m

H2
(
F ,H1(C,µ`m)

)
= 0. �

Lemme 4.7. Soient E/F une extension finie et M un G-module continu de type fini sur Z` . La flèche de
corestriction ν :H1(E,M) −→H1(F ,M) est surjective.

Démonstration. Soit H := Gal(F /E), et soit M0 le noyau de la flèche Z[G/H]⊗
Z
M →M induite par la

norme Z[G/H]→Z. La flèche ν s’identifie à l’homomorphisme induit H1 (F ,Z[G/H]⊗
Z
M)→H1(F ,M).

Comme M0 ' lim←−−nM0/`
n et M0/`

n est fini pour tout n ≥ 1, le lemme 2.3(a) donne H2(F ,M0) = 0. La suite
exacte longue en cohomologie galoisienne associée à

0 −→M0 −→Z[G/H]⊗
Z
M −→M −→ 0

nous permet de conclure. �

Démonstration du théorème 4.1. Soient E/F une extension finie et f : XE → X la projection. Par les lemmes
2.4 et 3.3(a), on a le diagramme commutatif

CH2(XE) H4(XE ,Z`(2)) H1
(
E,H3(X,Z`(2))

)

CH2(X) H4(X,Z`(2)) H1
(
F ,H3(X,Z`(2))

)
.

clXE

f∗ trf

ιXE

H1(trf )

clX ιX

Par les lemmes 3.3(b) et 4.7, la flèche verticale à droite est surjective. Il suffit alors de montrer que l’image de
clXE contient l’image de ιXE . On choisit une extension E/F telle que Gal(F /E) agit trivialement sur NS(S).
En remplaçant F par E, on peut alors supposer que G agit trivialement sur NS(S). Vue la décomposition de
Künneth (4.3), la conclusion suit des lemmes 4.2, 4.4 et 4.6. �

Démonstration du théorème 1.3. D’après le théorème 4.1, l’image de l’application (1.3’) contient l’image de ιX .
La conclusion suit de l’exactitude de la suite (4.2). �

5. Preuve du théorème 1.4

Lemme 5.1. Soit V une variété projective, lisse et géométriquement connexe sur F . Alors on a un isomorphisme
G-équivariant H1(V ,Z`(1)) ' T`((Pic0

V /F
)red).

Démonstration. Pour tout n ≥ 1, la suite de Kummer donne H1(V ,µ`n) ' Pic(V )[`n] qui est un isomorphisme
de G-modules. Par passage à la limite projective sur n ≥ 1, on obtient H1(V ,Z`(1)) ' T`(Pic(V )). On a une
suite exacte courte

0 −→ Pic0
V

(F ) {`} −→ Pic(V ) {`} −→M −→ 0,

où M est un Z-module de type fini. Comme M est fini, T`(M) = 0. Pour tout n ≥ 1, les foncteurs de
`n-torsion et de limite projective sont exacts à gauche, donc le foncteur T`(−) est exact à gauche. On conclut
que l’on a

H1
(
V ,Z`(1)

)
' T`

(
Pic(V )

)
' T`

((
Pic0

V /F

)
red

)
. �
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Lemme 5.2. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur F , de dimension 1 et
2 respectivement et X := C ×

F
S . On suppose que l’on a

HomG

(
NS(S){`}, JC(F ) {`}

)
= 0 et Hom

F −gr

((
Pic0

S/F

)
red
, JC

)
= 0.

Alors (
H3

(
S,Z`(2)

)
⊗
Z`
H1

(
C,Z`

))G
= 0.

Démonstration. D’après [Gro68, (8.12)] ou [CTSk21, Prop. 5.2.10], on a un isomorphisme de G-modules

H3(S,Z`(2))tors 'Hom
(
NS(S) {`} ,Q`/Z`(1)

)
.

D’après le lemme 5.1, on a H1(C,Z`(1)) ' T`(JC(F )), donc

H3(S,Z`(2))tors ⊗Z`
H1(C,Z`) 'Hom

(
NS(S) {`} , JC(F ) {`}

)
.

On en déduit

(5.1)
(
H3(S,Z`(2))tors ⊗Z`

H1(C,Z`)
)G

= 0.

Soit A := (Pic0
S/F )red. Le théorème de Tate [Tate66, Main Theorem] donne

Hom
F −gr(A,JC)⊗

Z
Z` 'HomG

(
T`(A),T`(JC)

)
.

On a alors des isomorphismes

Hom
F −gr(A,JC)⊗

Z
Q` 'HomG

(
V`(A),V`(JC)

)
'HomG

(
H1(S,Q`(1)),H1(C,Q`(1))

)
'

(
H1(S,Q`(1))∨ ⊗

Q`
H1(C,Q`(1))

)G
'

(
H3(S,Q`(1))⊗

Q`
H1(C,Q`(1))

)G
'

(
H3(S,Q`(2))⊗

Q`
H1(C,Q`)

)G
Ici le premier isomorphisme suit du fait que les Z`-modules T`(A) et T`(JC) sont de type fini, le deuxième
isomorphisme vient du lemme 5.1, et l’isomorphisme G-équivariant H1(S,Q`(1))∨ ' H3(S,Q`(1)) est
donné par la dualité de Poincaré `-adique pour la surface S ; voir [Del74, Théorème (2.3)]. Par hypothèse,
Hom

F −gr(A,JC) = 0, donc (
H3(S,Q`(2))⊗

Q`
H1(C,Q`)

)G
= 0.

Il s’en suit que

(5.2)
(
(H3(S,Z`(2))/ tors)⊗

Z`
H1(C,Z`)

)G
= 0.

On tensorise la suite exacte courte de G-modules

0 −→H3(S,Z`(2))tors −→H3(S,Z`(2)) −→H3(S,Z`(2))/ tors −→ 0

par le Z`-module libre H1(C,Z`) et on passe aux G-invariants. La conclusion suit de la combinaison de
(5.1) et (5.2). �

Lemme 5.3. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur F , de dimension 1 et
2 respectivement et X := C ×

F
S . On suppose que l’on a b2(S) = ρ(S) et

HomG

(
NS(S){`}, JC(F ) {`}

)
= 0 et Hom

F −gr

(
(Pic0

S/F )red, JC
)

= 0.

Alors l’application cycle

clX : CH2(X)⊗Z` −→H4
(
X,Z`(2)

)G
est surjective.
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Démonstration. La formule de Künneth en cohomologie `-adique nous donne un isomorphisme G-équivariant

H4(X,Z`(2)) 'H4(S,Z`(2))⊕
[
H3(S,Z`(2))⊗

Z`
H1(C,Z`)

]
⊕H2(S,Z`(1)).

Par le lemme (5.2) on obtient

H4(X,Z`(2))G 'H4(S,Z`(2))G ⊕H2(S,Z`(1))G.

On a le carré commutatif

(CH2(S)⊗
Z
Z`)⊕ (Pic(S)⊗

Z
Z`) CH2(X)⊗

Z
Z`

H4(S,Z`(2))G ⊕H2(S,Z`(1))G H4(X,Z`(2))G,∼

où les flèches verticales sont les applications cycle et les flèches horizontales sont induites par l’image
réciproque et le cup-produit. Comme F est fini, d’après les estimations de Lang–Weil, S admet un 0-cycle de
degré 1 (voir [Sou84, 1.5.3. Lemme 1]) et donc la flèche de degré CH2(S)⊗

Z
Z`→H4(S,Z`(2))G = Z` est

surjective. Comme b2(S) = ρ(S), par [Mil80, Corollary V.3.28(d)] la flèche Pic(S)⊗
Z
Z`→H2(S,Z`(1))G

est aussi surjective. On conclut alors que la flèche verticale de droite est surjective, comme voulu. �

Démonstration du théorème 1.4. (a) L’application (1.2’) est surjective d’après le lemme 5.3, donc le théorème
1.3 implique que l’application (1.3’) est surjective.

(b) La partie (a) et un théorème de Kahn [CTSc21, Thm. 5.10] montrent que le groupe H3
nr(F (X),Q`/Z`(2))

est divisible. Par hypothèse, il existe une variété projective et lisse V de dimension ≤ 1 et un morphisme
f : V → S tels que pour tout corps algébriquement clos Ω contenant F l’homomorphisme d’image
directe f∗ : CH0(VΩ)

Q
→ CH0(SΩ)

Q
est surjectif. Donc, pour tout m ∈Z, tous P1, P2 ∈ S(Ω) tels que mP1

est rationnellement équivalent à mP2, et tout P ∈ C(Ω), les 0-cycles m · (P ,P1), m · (P ,P2) ∈ X(Ω) sont
rationnellement équivalents. On en déduit que l’homomorphisme

(idC ×f )∗ : CH0 (CΩ ×VΩ)
Q
−→ CH0 (XΩ)

Q

est surjectif, et donc que CH0(X)
Q

est supporté en dimension 2. Un argument de correspondances bien
connu [CTK13, Proposition 3.2] implique alors que le groupe H3

nr(F (X),Q`/Z`(2)) est annulé par un entier
positif. Comme le groupe H3

nr(F (X),Q`/Z`(2)) est divisible, il est nul. �
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