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Résumé. Soit X le produit d’une surface satisfaisant b, = p et d’'une courbe sur un corps fini. On
étudie une forme forte de la conjecture de Tate entiére pour les 1-cycles sur X. On généralise
et donne des preuves inconditionnelles de plusieurs résultats de notre article précédent avec
J.-L. Colliot-Théléne.
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Abstract. Let X be the product of a surface satisfying b, = p and of a curve over a finite field.
We study a strong form of the integral Tate conjecture for 1-cycles on X. We generalize and give
unconditional proofs of several results of our previous paper with J.-L. Colliot-Théléne.
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1. Introduction

Soient IF un corps fini, IF une cloture algébrique de IF, G le groupe de Galois absolu Gal(IF/IF), £
un nombre premier inversible dans IF, X une IF-variété projective, lisse et géométriquement connexe, de
dimension d, et X := X xp IF. Si M est un G-module, on note M!) ¢ M le sous-groupe formé des éléments
dont le stabilisateur est un sous-groupe ouvert de G. Si i > 0 est un entier, la conjecture de Tate pour les
cycles de codimension i en cohomologie ¢-adique prédit que les applications cycle

(L) CH'(X)®7 Q; — H* (X, Q(i))"",
(1.2) CH!(X)®7 Q; — H* (X, Q,(i))°,
(1.3) CH'(X)®z Q¢ — H*(X,Q(i))

sont surjectives. En fait ces trois versions de la conjecture de Tate sont équivalentes : I’équivalence entre la
surjectivité des applications (1.1) et (1.2) suit par un argument de restriction-corestriction, et celle entre la
surjectivité des applications (1.2) et (1.3) utilise les conjectures de Weil.

On s’intéresse ici aux variantes entiéres de la conjecture de Tate. Celles-ci ne sont pas vraies en général,
mais on a des raisons d’espérer qu’elles le soient dans le cas i = d — 1, c’est-a-dire pour les 1-cycles; voir
[CTSz10, §2]. Les questions d’intérét sont donc les suivantes : les applications

(L) CH ' (X)®zZ; —» H¥ (X, Z,(d - 1))V,
(1.2) CH" ' (X)®, Z; > H¥ *(X,Z;(d - 1))°,
1.3) CH“ Y (X)®, Z; — H* %(X,Z;(d - 1))

sont-elles surjectives ? Depuis leur conception, ces questions ont inspiré un grand nombre de travaux par de
nombreux auteurs. Le but de cet article est de montrer la surjectivité de ces applications (surtout (1.3")) pour
certaines variétés de dimension 3.

1.1. Résultats précédents.

Etablir la surjectivité de application (1.1’) s’avére étre le probléme le plus abordable. Un célébre théoréme
de Schoen [Sch98, Theorem (0.5)] montre que si la conjecture de Tate pour les surfaces est vraie (c’est-a-dire
sous I’hypothése que I'application (1.2) est surjective pour les cycles de diménsion 1 sur toute surface sur
toute extension finie de IF) alors I'application (1.I') est surjective pour tout X. Il y a aussi des résultats
inconditionnels dans certains cas particuliers : les hypersurfaces cubiques de dimension 4 par Charles et
Pirutka [CP15, Théoréme 1.1] et les variétés abéliennes de dimension 3 par Totaro [Tot21, Theorem 7.1].
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Par contre, la surjectivité des applications (1.2°) et (1.3°) est généralement plus difficile & montrer que
celle de 'application (1.I’). Par exemple, on ne connait pas d’analogues des théorémes de Schoen, Charles,
Pirutka et Totaro pour ces variantes, et déja pour X un produit de trois courbes elliptiques la surjectivité de
I'application (1.3’) est un probléme ouvert bien connu des spécialistes. Comme I’a noté Schoen, la plausibilité
de la surjectivité de application (1.2’) est une particularité des corps finis. Par exemple, si IF est remplacé par
Q, alors I'application (1.2°) n’est pas surjective pour X = Q xq P%1 o Q C IP%2 est la conique d’équation
x(z) + x% + x% =0.

Parmi les trois, la surjectivité de I'application (1.3’) est la plus mystérieuse. La surjectivité de application
(1.3’) entraine celle de Papplication (1.2°), mais I'inverse n’est a priori pas vrai : le groupe H>4~%(X, Z,(d - 1))
contient des classes de cohomologie “exotiques”, qui disparaissent aprés passage a F; voir (4.2). Dapplication
(1.3°) est surjective pour d = 1, et aussi pour d = 2 par exemple si by(X) = p(X). (Si V est une [F-variété,
pour tout j > 0 et tout premier ¢ inversible dans IF on note b; (V) :=dimH/(V,Qy) le j-éme nombre de
Betti de V et p(V) la dimension de I’espace vectoriel NS(V) ®7 Q;.) La surjectivité de I'application (1.3’) en
toute dimension d > 3 suit de la surjectivité en dimension d = 3; voir [CTSc21, Proposition 5.4].

Dans le cas d = 3, la surjectivité de I'application (1.3’) est liée a I'annulation du groupe de cohomologie
non-ramifiee H3 (IF(X),Qs/Z(2)). Plus précisément, d’aprés un théoréme de Colliot-Théléne et Kahn
[CTKI13, Théoréme 2.2, Proposition 3.2], si d = 3 on a 'implication

H2(F(X),Qp/Zs(2))=0 = (L3 est surjective,

et 'inverse vaut si CH(X)q est supporté en dimension 2. (Si V est une [F-variété projective et lisse,
on dit que CHy(V)q est supporté en dimension i s’il existe un morphisme f : W — V, ot W est une
IF -variété projective et lisse de dimension < i, tel que pour tout corps algébriquement clos () contenant [F
’homomorphisme d’image directe f, : CHy(Wq)g — CHy(Vq)q est surjectif.)

Dans [CTKI13, Question 5.4], Colliot-Théléne et Kahn ont demandé :

Question L1. Est-ce que H3.(IF(X),Qp/Z((2)) = 0 pour toute I -variété projective et lisse de dimension 3 ?

Comme nous venons de le discuter, une réponse affirmative a la question 1.1 impliquerait la surjectivité des
applications (1.2°) et (1.3’) en toute dimension. Parimala et Suresh [PS16] ont donné une réponse affirmative a
la question 1.1 si X est un fibré en coniques au dessus d’une surface. Pirutka [Pirl6] a répondu affirmativement
a la question 1.1 si X = C xp S ou C est un courbe projective et lisse, S est une surface projective et lisse
avec CH(S)q supporté en dimension 0 et le groupe de Néron-Severi géométrique NS(S) est sans torsion.

Dans un précédent article [CTSc21], Colliot-Théléne et 'auteur du présent article ont attaqué la question
suivante, cas particuliers du probléme de la surjectivité de ’application (1.3’) et de la question 1.1 :

Question 1.2. Supposons la caractéristique de F différente de 2. Soit X = C xS, ou C est une courbe elliptique
et S est une surface d’Enriques. Est-ce-que (1.3°) est surjective pour € = 2 ? Est-ce-que H3 (IF(X),Q,/Z,(2)) =0 ?

Lintérét de ce cas particulier est double. D’une part, c’est le cas le plus simple qui échappe au théoréme
de Pirutka, parce que CHy(S)q est supporté en dimension 0 mais NS(S)ors = Z/27Z. D’autre part, sur le
corps des complexes, Benoist et Ottem [BO20] ont utilisé ce genre de variétés pour produire de nouveaux
contre-exemples a la conjecture entiére de Hodge pour les cycles de dimension 1. Ces contre-exemples sont
obtenus par une méthode de spécialisation, qui n’est pas disponible sur les corps finis. Ils ne peuvent donc
pas étre facilement adaptés pour donner des contre-exemples aux conjectures de Tate entiéres sur [F (bien
qu’il soit possible de les utiliser pour obtenir des contre-exemples sur des corps de nombres).

Dans [CTSc21], nous avons donné dans certains cas une réponse affirmative a la question 1.2 (plus
généralement, pour ¢ quelconque différent de la caractéristique de IF et dans la situation ou C est une
courbe de genre > 1 et S est une surface avec CH(S)q supporté en dimension 0), sous Uhypothése que la
conjecture de Tate pour les surfaces est vraie. 1l s’agit donc de résultats conditionnels, dans P'esprit du théoréme
de Schoen. Plus précisément, soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur
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IF, de dimension 1 et 2 respectivement, /- la jacobienne de la courbe C, et X := C x S. Dans [CTSc21],
nous avons démontré que application (1.3") est surjective et que I'on a H2,.(IF(X), Q,/Z,(2)) = 0 sous I'une
des hypothéses suivantes :

— le groupe CHy(X)q est supporté en dimension 0 et £ ne divise pas I'ordre de NS(S);ors ([CTSc21,

Théoréme 11]). Comme mentionné ci-dessus, le cas particulier NS(S);ors = 0 avait été démontré par
Pirutka [Pirl6],

— la conjecture de Tate pour les surfaces est vraie, CH((X)q est supporté en dimension 0 et le groupe

Homg(NS(S){£},]c(FF){€}) est nul ([CTSc2l, Théoréme 1.4]).

1.2. Résultats principaux.

Notre premier résultat montre ’équivalence entre la surjectivité des applications (1.2°) et (1.3’) pour certains
produits.

Théoréme 1.3. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur IF, de dimension 1
et 2 respectivement et X := C X S. On suppose que l'on a p(S) = b,(S). Alors Uapplication (1.2°) est surjective si et
seulement si Uapplication (1.3’) est surjective.

En conséquence du théoréme 1.3, on généralise et rend inconditionnels plusieurs résultats de [CTSc21].

Théoréme 1.4. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur IF, de dimension
1 et 2 respectivement et X := C x S. Supposons que lon ait p(S) = by(S) et notons Jc la jacobienne de C et
(Picg /i )red la composante connexe du schéma de Picard de S, avec sa structure réduite.

(a) Supposons
(14) Homg(NS(S){€},Je(F){€}) =0 et Homp_ge((Pickp)rearJc) = 0.
Alors Uapplication (1.3°) est surjective.
(b) Si la condition (1.4) est satisfaite et CH(S)q est supporté en dimension 1, alors
Hyr (F(X), Qe/Z(2)) = 0.

Si CHy(S)q est supporté en dimension 0, alors b1(S) =0, p(g) = by(S) et la composante connexe du
schéma de Picard de S est triviale. On obtient alors [CTSc21, Théoréme 1.4] sans supposer la conjecture de
Tate pour les surfaces. En conséquence, on obtient une réponse affirmative inconditionnelle & la question 1.2
dans certains cas. Dans [CTSc21], on avait obtenu I’assertion suivante sous la conjecture de Tate pour les
surfaces.

Corollaire 1.5. Si la caractéristique de [ est différente de2 et X = C X S, oit S est une surface d’Enriques et C
est une courbe elliptique sans points d'ordre 2 définis sur IF, la question 1.2 a réponse affirmative.

Si la courbe elliptique C a un modéle affine d’équation y? = f(x), oit f(x) est un polynome de degré 3,
la condition du corollaire 1.5 est remplie si est seulement si f(x) est irréductible. Ceci est un phénoméne
typique : pour une classe donnée de courbes C et surfaces S, les conditions (1.4) sont généralement faciles &
décrire explicitement et sont satisfaites par une partie substantielle des membres de la classe.

En combinant le théoréme 1.4 et la suite exacte de [CTKI3, Théoréme 6.3]

0 —— Ker(CH2(X){t} - CH*(X){€})) ——————— H'(F,H3(X, Z¢(2))10rs) j

[» Ker (H3,(IF(X), Qq/Z(2))H3,(F (X),Qe/Z(2))) — Coker (CH2(X) — CH2(X)C){¢} — 0,

on obtient la conséquence suivante pour la descente galoisienne pour CH?(X).
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Corollaire 1.6. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur IF, de dimension 1
et 2 respectivement et X := C xp S. Supposons p(S) = by(S), que la condition (1.4) est satisfaite et que CHy(S)g
est supporté en dimension < 1. Alors

Ker (CH?(X){¢}) - CH*(X){¢}) = H' (F, H*(X, Z(2))1ors)
et la fléche naturelle CH?(X) — CH?(X)C est surjective.

Dans la situation du corollaire 1.5, H3(X, Z5(2))tors = Z/27Z et Papplication CH?(X){2} — CH?*(X){2}
n’est donc jamais injective.

1.3. Idées de la démonstration.

Les méthodes utilisées dans cet article différent sensiblement de celles de [CTSc21]. Dans [CTSc21], sous
I'hypothése que CH((S)q est supporté en dimension 0, le point principal était I'étude, par des outils venant
de la K-théorie algébrique, du groupe de Chow des 0-cycles de degré O sur la surface S x IF(C), groupe
qui est lié¢ 2 CH?(X) au moyen de la suite de localisation.

Dans cet article, on utilise une méthode globale. Le résultat clé pour la preuve du théoréme 1.3 est le
théoréme 4.1 qui montre que, sous ’hypothése b, (S) = p(g), le noyau de H*(X,Z,(2)) — H*(X,Z(2)) est
contenu dans I'image de I'application (1.3°). La démonstration du théoréme 4.1 se fait en plusieurs étapes.

— La suite spectrale d’Hochschild-Serre induit un isomorphisme
Ox : Ker(H*(X,Z,(2)) > H*(X,Z,(2))) = H'(F, H*(X, Z,(2)));

voir (4.1). Par la formule de Kiinneth ¢-adique, le groupe de droite admet une décomposition en trois
facteurs directs

H'(F,H(S,2,(2))),  H'(F,H'(S,2Z(1)))
et

H' (F,H?(S,Z,(1)) &z, H'(C,Z((1))).

En utilisant ’hypothése b,(S) = p(S) et un célébre théoréme de Lang [Lan56b] (voir aussi [CTSS83,
Théoréme 5]), on montre dans les lemmes 4.2 et 4.4 que les deux premiers termes sont contenus dans
I'image de l'application (1.3%).

— Pour conclure, il suffit de montrer que le facteur “mixte” est contenu dans I'image de ’application
(1.3’). On construit un homomorphisme

Pic(S)®z Jc(F) 8z Z¢ — H' (F, H*(S, Z,(1)) 8z, H' (C, Z,(1)))

en utilisant la théorie de Kummer et le cup-produit en cohomologie galoisienne; voir (4.6) et (4.8). Il
n’est pas a priori clair que cet homomorphisme est compatible avec
. U 1.3
Pic(S) @7 J(IF) 87 Z; <> CH(X) &7 Zp b HY(X, Z,(2)).

La démonstration de cette compatibilité est le cceur technique de ce travail. Pour cela, une étude
systématique de la fléche Oy est nécessaire. Ceci occupe la plus grande partie des sections 3 et 4.
Notre analyse s’applique a X arbitraire et donc pourrait potentiellement étre utilisée pour des variétés
plus générales que des produits.

— En utilisant cette description et la condition b,(S) = p(g), on arrive & démontrer que le terme
manquant de la décomposition ci-dessus est dans 'image de 'application (1.3°) si G agit trivialement
sur NS(S). Par un argument de normes utilisant Papplication trace £-adique, on déduit de cela
le théoréme 4.1. Ce dernier argument, suggéré par Jean-Louis Colliot-Théléne, n’est pas difficile a
comprendre mais un peu surprenant : les arguments de restriction-corestriction n’aident généralement

pas a prouver des cas de la conjecture de Tate entiére.
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Notations

Si A est un groupe abélien, 71 > 1 est un entier, et £ est un nombre premier, on note A[n]:={a € A: na =0},
A{l} le sous-groupe de torsion ¢-primaire de A, Ay le sous-groupe de torsion de A, A/tors := A/Aors,
T;(A) le module de Tate de A et Vy(A) := Ty(A)®z, Qp.

Si k est un corps, on note k une cloture séparable de k. Si k’/k est une extension galoisienne de corps,
G = Gal(k’/k) est le groupe de Galois, et M est un G-module continu, on note H (G, M) le i-éme groupe
de cohomologie galoisienne de G a valeurs dans M, et on écrit M® = H%(G, M) pour le sous-module des
éléments fixés par G. Si k' = k, on écrit H(k, M) pour H'(G, M).

Si k’/k est une extension de corps et X est un k-schéma, on note Xj := X x; k’. Si k’ =k, on écrit X pour
X xi k. Si F est un faisceau abélien étale sur X, on notera F I'image réciproque de F le long du morphisme
de projection X — X. Si Y — X est un morphisme de schémas, pour tout 7 > 0 on écrit

Y}?:: YXXYXX"'XX Y, (1’1 fOiS).

Si k est un corps, { un nombre premier inversible dans k, et 7 > 1 un entier, on note ¢« le faisceau abélien
étale des racines {"-iémes de I'unité. Si i > 0, on note y?ni = Uen @ -+ @ pgn (1 fois), et si i <0 on note
pS = Hom(ptii(_l),ZM”), et uS :=2/0".

Soient k un corps et X une k-variété, c’est-a-dire un k-schéma séparé de type fini. Si F est un pre-
faisceau sur X, on note H'(X,F) les groupes de cohomologie de Cech. Si F est un faisceau sur X pour
la topologie étale sur X, on écrit Hi(X,P) pour les groupes de cohomologie étale. On note H' (X, Z(j))
la limite projective des Hi(X,y?n]) pour 7 tendant vers Pinfini, H (X, Qq(j)) := Hi(X,Zg(j))Q?Z[ Qy et
H(X,Q/Z(j)) la limite directe des H'(X, ]4?,1]).

On note Pic(X) le groupe de Picard H%ar(X, Gp) = Hélt(X, Gp,) et Br(X) le groupe de Brauer cohomo-
logique Hézt(X, Gyy)- On note CH;(X) le groupe des cycles de dimension i modulo équivalence rationnelle
et, si X est lisse et irréductible de dimension d, on pose CH'(X) := CH,;_;(X). Si X est projective et
géométriquement intégre, on note Pic?( sk la composante connexe du schéma de Picard de X (qui existe
d’aprés [Kle05, Theorem 5.4]) et, si k est parfait, on note (Pic% /k)red sa réduction (qui est une variété
abélienne si X est géométriquement normale). Si X est propre, lisse et irréductible et k est séparablement
clos, on note NS(X) le groupe de Néron-Severi de X (qui est un groupe abélien de type fini), p(X) le rang
de NS(X) et b;(X) :=dimg, H'(X, Q) les nombres de Betti de X.

Si A et B sont deux groupes algébriques sur le corps k, on note Homy_4(A, B) 'ensemble des homo-
morphismes de k-groupes algébriques entre A et B. Si A et B sont commutatifs, Homy_¢(A, B) admet une
structure naturelle de groupe abélien. Si k est séparablement clos, A est une variété abélienne sur k et € est
un nombre premier inversible dans k, on pose T;(A) := Ty(A(k)) et Vo(A) := T;(A) ®z, Q.
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2. Préliminaires

2.1. Passage a la limite

On rappelle ici des arguments bien connus de passage a la limite en algébre commutative et cohomologie
galoisienne, qui seront utilisés plusieurs fois dans la suite.

Lemme 2.1. Soient A un anneau commutatif avec identité et (M,,),cN un systéme projectif de A-modules de
longueur finie.

(a) Si N est un A-module de présentation finie, la fleche naturelle

lim(M,,) ®4 N — lim(M,, ®4 N)

n n

est un isomorphisme de A-modules.
(b) Si N est un Z-module de type fini, la fléche naturelle
m(Mn) ®z N — h(_m(Mn ®z N)

n n

est un isomorphisme de A-modules.
Démonstration. (a) Comme N est de présentation finie, on dispose d’une suite exacte
¢’ ¢
(2.1 AT — A* > N —0.

Si on tensorise la suite exacte (2.1) par ann M,,, on obtient une suite exacte

(2.2) (h(_mMn)(X)A AT — QEIM")@)A A® — (hﬁM@@A N — 0.
n n n

Pour tout n € IN, soient K,, := ker(idy;, ®¢) et K, := ker(idp;, ®¢’). Si on tensorise la suite exacte (2.1) par
M,,, on obtient des suites exactes courtes

(2.3) 0—->K,>M,®4 A’ > M, ®, N —0,

(2.4) 0—-K, >M,®4A" > K, —0.

Comme K, C M,,;®4 A® et la longueur de M, ®4 A° =~ M, est finie, par [Mat89, §1.2 p.12] la longueur de K,
est finie. On en déduit que la suite des K, satisfait la condition de Mittag-Leffler. Le méme argument montre
que la suite des K;, satisfait la condition de Mittag-Leffler. Donc, d’aprés [NSW08, Proposition (2.7.4)] les
suites (2.3) et (2.4) restent exactes aprés passage a la limite projective en n. Ceci donne une suite exacte

(2.5) Lim (M, ®4 A") - lim(M, ®4 A°) — lim(M, &4 N) — 0,
n n n

ou les homomorphismes sont induits par ¢’ et @. En combinant les suites exactes (2.2) et (2.5), on obtient
un diagramme commutatif avec lignes exactes

(lim M,) @4 A" — (lim M,)®; A — (lim M,)&; N — 0

L L l
lim (M AT lim (M AS lim (M B
(_n( n®aAT) — (_n( n®a A%) —> (_n( n®aN) —— 0
ou les fléches verticales sont induites par la propriété universelle de la limite inverse. Comme la limite
inverse commute avec les sommes directes finies, les fléches verticales de gauche et du milieu sont des
isomorphismes. On conclut que la fléche verticale de droite est aussi un isomorphisme, comme voulu.
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(b) La structure de A-module sur M,, ® N est induite par celle de M,,. On écrit N ~ Z" & (®;Z/m;).
Comme le produit tensoriel commute avec la somme directe, il suffit de montrer que pour tout m > 1 la
fleche

lim(M,) @7 Z/m — lim(M, @7 Z/m)
n n

est un isomorphisme. Ceci suit du fait que pour tout A-module M, M ®7 Z/m ~ M ®4 A/mA, du fait que
A/mA est un A-module de présentation finie et de la partie (a). O

Lemme 2.2. Soient A un anneau commutatif avec identité, (M,,),cn et (N,),en deux systémes projectifs de
A-modules de longueur finie tels que M := &iLnn M, et N := yLnn N,, sont des A-modules de présentation finie.
Alors la fléche naturelle
M®yN — an(Mn ®A Nn)
n
est un isomorphisme de A-modules.

Démonstration. On a une chaine d’isomorphismes de A-modules :

M @4 N — lim(M,, ®4 N) — lim(lim(M,, ®4 N,) — Lim (M,, ®4 N,;) — Lim(M,, ®, N,)).

m m n (m’n) n

Le premier et le deuxiéme isomorphisme viennent du lemme 2.1, le troisiéme est un cas particulier de la
formule pour la limite sur une catégorie produit et le dernier suit du fait que la suite des (1, 1) pour n > 1
est cofinale dans IN x IN. O

Lemme 2.3. Soient G = Z et 0 € G un générateur topologique.

(a) Si M est un G-module continu fini, alors

MG, i=0,
H(G,M)~{M/(1-0)M, i=1,
0, i>2.

En particulier, H (G, M) est fini pour tout i > 0.

(b) Soit (M,),cN un systéme projectif de Z,-modules finis avec action continue de G, tel que le Z,-module
M = lenMn est de type fini. Alors pour tout i > 0 la fléche naturelle

H(G,M) —>1i<_mHi(G,Mn)
n

est un isomorphisme.
Démonstration. (a) Dassertion H*(G,M) = MC est évidente, et H'(G,M) = 0 pour tout i > 2 parce que
cd(G) = 1. On a un homomorphisme ¢ : H'(G,M) — M/(1 — )M défini comme suit : si & € H'(G, M) est
représenté par le cocycle {ag}gec a valeurs dans M, on pose @(«a):= a, + (1 —o)M. On vérifie aisément

qui @ est bien défini et un isomorphisme de groupes.

(b) Ceci suit de (a) et de [NSWO08, Corollary (2.7.6)]. g

2.2. Application trace

Soient f : X’ — X un morphisme fini étale de schémas et F un faisceau abélien étale sur X. On écrit
trp: ff'F—>F
pour indiquer le morphisme trace, défini dans [SGA 4111, IX, 5.1]. Il est univoquement caractérisé par la
compatibilité avec tout changement de base étale et par le fait que si X' = ]_[;-iZIX et f est 'identité sur

chaque terme, alors 'application induite f,f*F ~ F? — F est la somme.
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Comme f est fini, f, est exact. On a alors pour tout i > 0 un isomorphisme H'(X, f,f*F) ~ H'(X’, f*F),
et donc un homomorphisme induit
try: H/(X', f*F) > H'(X, F).

Une définition équivalente de try est donnée dans [SGA 4III, XVII, Théoréme 6.2.3] : comme f est
fini étale, la fleche naturelle fi — f, est un isomorphisme, et alors tr £ est induit par ’homomorphisme
d’adjonction f,f* =~ fif* —id.

D’aprés [SGA 4111, XVII, Théoréme 6.2.3 (Var 1) et (Var 2)], try est covariant en F et commute avec tout
changement de base.

Soient £ un nombre premier inversible dans k et j € Z. La fonctorialité de try nous donne, pour tout
n > 0, un carré commutatif

. H t . :
H! (X/, ‘M?']H) L) H' (Xr I’l?r{Jrl)

ifvr @\ s i ®j
H (X ,l/lgn) _— H (Xrl/lgn );

les fléches verticales étant induites par ’homomorphisme de puissance {-iéme. Par passage a la limite
projective en 7, on obtient un homomorphisme

trp: H'(X, Zg(j) = H' (X, Z4())).

2.3. Application cycle

Soient k un corps, X une k-variété lisse équidimensionnelle et 7 un entier inversible dans k. Pour tout

i > 0, on note

cly : CH'(X) > H? (X, %)
'application cycle en cohomologie étale, définie de fagon cohomologique dans [Del77, Chapitre 4, §2.2.10], ou
en termes d’homologie et dualité de Poincaré dans le paragraphe aprés [Del77, Chapitre 4, (2.3.1.3)]. Comme
on peut le vérifier a 'aide de la définition cohomologique, les applications cly : CH!(X) — H% (X, u®')
forment un systéme inverse de fléches compatibles pour 1 variable. Si € est un nombre premier inversible
dans k, on notera

cly : CH (X) > H? (X, Z,(i))

’homomorphisme obtenu par passage a la limite sur n = ¢, m > 0.

Lemme 2.4. Soit f : X’ — X un morphisme fini étale de k-variéiés lisses équidimensionnelles. Pour tout i > 0 et
tout nombre premier € inversible dans k, le diagramme

ClX/

CH(X') —— H*(X’,Z(i))
iﬂ itff
CHI(X) —I H2(X,Z,(i))
commute.

Démonstration. Pour tout entier n > 1 inversible dans k, on a un diagramme commutatif
. ah, . -~ . .
CH'(X') — Hy(X',i,n) —— H* (X, ')

(2.6) lﬁ lﬁ I

cll

CH'(X) — Hy(X,i,n) —— H? (X, u%").
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Ici Hy;(X’,i,n) et Hy;(X,i,n) sont les groupes d’homologie étale et les isomorphismes horizontaux de droite
proviennent de la dualité de Poincaré; voir [BO74, Example (2.1)]. Dans (2.6), la commutativité du carré de
droite est une conséquence de [SGA 4111, XVIII, Lemme 3.2.3]. La commutativité du carré de gauche suit de
la fonctorialité de I’homologie étale par rapport aux morphismes propres [BO74, p. 185 ligne 20] et du fait
que, si Y’ C X’ est un sous-schéma fermé intégre de codimension 7, Y := f(Y’) avec sa structure réduite,
Ny et ny- sont les classes fondamentales homologiques de Y et Y’ (voir [BO74, (1.3.4) et p. 186 ligne -2]) et
g:=fly : Y > Y, alors g(1ny/) = deg(g) - ny (voir [BO74, (7.1.2)]) et f.([Y']) = deg(g)-[Y].

Les fléches horizontales composées dans (2.6) sont cly et clx. On conclut par passage a la limite projective
dans (2.6) en n=€", m > 1. O

2.4. Hochschild-Serre

Soient A, B et C des catégories abéliennes et F : A — B et G: B — C des foncteurs exacts a gauche.
Supposons que A et B ont suffisamment d’injectifs et que F(I) est G-acyclique pour tout injectif I de A.
Alors pour tout objet A de A on a la suite spectrale de Grothendieck (voir [SP, 015N]) :

(2.7) EY? = (RPG)(RIF)(A) = RPY(G o F)(A).

Soient k un corps, X une k-variété et F un faisceau abélien étale sur X. On a la suite spectrale

d’Hochschild-Serre :
2.8) EYT = HP (k, H1(X,F)) = HP*(X, F).

On rappelle ici la construction de la suite spectrale (2.8) donnée dans [SGA 411, VIII, Proposition 8.4];
elle nous sera utile dans la preuve du lemme 3.1. Pour toute extension galoisienne finie k’/k, la projection
Xj» — X est un morphisme couvrant dans le petit site étale sur X. Par [SGA 41, V, Corollaire 3.4], on a la
suite spectrale de Cartan-Leray (cas particulier de la suite spectrale (2.7)) :

(2.9) ENT = HP (Xp/X, H1(X, F)) = HP*(X, F).

Ici H9(X, F) est le préfaisceau étale sur X qui a tout morphisme étale de type fini V' — X associe H1(V, F|y/).
Un calcul standard montre que le complexe de Cech du faisceau H4(X, F) associé au morphisme X — X
est isomorphe au complexe de cochaines homogénes de Gal(k’/k) dans H7(Xy, Fx,,). Cet isomorphisme
est rappelé en détail dans [Mil80, Example III.2.6]. On obtient des isomorphismes

(2.10) HP (Xi/X, H(X, F)) = HP (Gal(k'/k), H(Xy, Fly,,))
pour tout p,q > 0. Par conséquent la suite spectrale (2.9) induit une suite spectrale
(2.11) EY? = HP (Gal(k’/k),H‘I (X, F| xk,)) = HPY(X,F).

La suite spectrale (2.8) est obtenue comme limite inductive des suite spectrales (2.11), ou k’/k parcourt
I’ensemble des sous-extensions galoisiennes finies de k/k.

Une deuxiéme construction de la suite spectrale (2.8) comme cas particulier de la suite spectrale (2.7) est
mentionnée a la fin de la preuve de [SGA 41I, VIII, Proposition 8.4]. Léquivalence des deux constructions
est implicite dans [SGA 41I, VIII, Proposition 8.4] et n’est pas difficile & démontrer.

Le lemme suivant est responsable du signe dans I’énoncé du lemme 3.1.

Lemme 2.5. Dans la situation de la suite spectrale (2.7), soit

(2.12) 0—A—B—>C—0



La conjecture de Tate entiére pour certains produits 1

une suite exacte courte dans A. Alors pour tout entier i > 1 on a un carré anticommutatif

Ker (R/(G o F)(C) > G(R''F)(C)) —— (R'G)(R'F)(C)

|

Ker (R™*1(G o F)(A) - G(R'F)(A)) —— (R'G)(R'F)(A).

Ici les fleches verticales sont induites par les homomorphismes de connexion dans la suite exacte longue associée d la
suite (2.12), la fléche horizontale du bas est la composée

Ker (R (Go F)(A) - G(R'F)(A)) — EY ¢ (R'G)(R'F)(A)
induite par (2.7) et celle du haut est définie de la méme maniére.

Démonstration. 1l existe un diagramme commutatif

~
[e)

0 —— Iy — Iy — I2

r1 1

0 > A > B > C > 0

ou les lignes horizontales sont exactes et les homomorphismes verticales sont résolutions injectives dans A.
Soit encore

0 P b S 5 0

1 1

0 — F(I}) — F(I§) — F(I2) — 0

un diagramme commutatif ou les lignes horizontales sont exactes et les homomorphismes verticales sont
résolutions de Cartan-Eilenberg dans 5 ; voir [SP, 015G].
On suit les conventions de signe de [SP, 010V, OFNB]. Donc J3** est un complexe double concentré dans

. , , +1, , , ,g+1 NP
le quadrant p,q > 0, avec des homomorphismes df 1 :]zq — ]Z et dg 1 :]zq — Zq satisfaisant

p+Lg pq _ pa+l  pq _ pa+l  pq _ Gp+lq  4pg
d; od" =0, d, ody,” =0, d, od," =d; ody".

Le complexe total associé est (Tot*(J*),d), ou

Tot"(J3%):= P IR%  d"i= ) (@t (-1pal).

p+rq=n p+q=n
La méme discussion s’applique aprés avoir remplacé A par B ou C.

Comme ];"', ] 1;’. et] E" sont des résolutions de Cartan-Eilenberg, pour tout g > 0 on peut trouver des
homomorphismes de complexes

sT=(s"),20 :]E’q —>];'q, rl = (rP),50 :]l.?,q - Zq

satisfaisant 7t%9 0 s7 = ld]°q et r101%1 = 1d]-q Soient (J3°°[0,1],d,[0,1],d5[0,1]) le complexe double défini
par
0Pt =g3T a0 =d;, do[0,1]=~d;

n+1 od™

et 6:J%* —J7°[0,1] le morphisme de complexes doubles donné par 6" :=r Jos ©
B

". Le fait que 0 est
un morphisme suit d’un calcul direct; voir [SP, 011]].

Soit encore

o, TOt(1*) oo, TOt(m**) .o
0 — Tot(J,*) —— Tot(Jg*) ——— Tot(J7") — 0
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la suite exacte courte induite au niveau des complexes totaux,

(s)":= Z sP1, (r')y":= Z rPA

p+q=n p+q=n

et & : Tot(J&*) — Tot(J7*)[1] le morphisme de complexes (5)" := ()" o d,’f,ot(].,.) o (s)"; voir encore
B
[SP, O11]]. Ici, pour un complexe (K,dg), le complexe (K[1],dx[1]) est défini par (K[1])" = K™ et
(A1) = ~dg*.
Les homomorphismes 6 et 0’ sont uniquement définis a homotopie prés par [SP, 011L] et induisent les
homomorphismes de bord provenant du lemme du serpent par [SP, 011K]. Pour tout p,q > 0, soit (0’)P1 la

restriction de (0")P™1 a | g,q' Par un calcul direct, explicité dans la quatriéme partie de [SP, 0G6A], on a
(8')P1 = (~1)P 5P

pour tout p,q > 0. En particulier, (6’)~! = —1i=1,
Par application de G on obtient une suite exacte courte de complexes doubles

G(1)

oo G(m)
0— G(J°)—

G(Jg*) — G(JZ*) — 0.

La conclusion suit du fait que la suite spectrale (2.7) pour A, B et C est définie comme la deuxiéme suite
spectrale pour G(J1*), G(J5*) et G(J*), respectivement (voir [SP, 015N]), et du fait que dans le carré de
Pénoncé du lemme, la fleche de gauche est induite par G((6’)"1~1) et celle de droite par G(6/~1). O

2.5. Cohomologie de Cech

Soient k un corps et X une k-variété quasi-projective. D’aprés un théoréme da a Artin [Art71, Corollary
4.2] (voir aussi [Mil80, Theorem IIL.2.17]), pour tout faisceau abélien étale F sur X et pour tout i >0 on a un
isomorphisme fonctoriel

(2.13) H'(X,F) = H'(X,F).
Cet isomorphisme est le morphisme de coin dans la suite spectrale de Cartan-Leray
EY? = HP (X, H9(X, F)) = HP*1(X,F),

et Artin montre que l'on a Ez;,q = 0 pour tout p > 0 et g > 1. En particulier, les isomorphismes (2.13) sont
compatibles avec les morphismes de coin dans la suite spectrale (2.9).
Pour toute suite exacte courte de faisceaux abéliens étales

0—F —>F—F’'—0,

on déduit un diagramme commutatif a lignes exactes
(2.14)

... —— HYX,F’) — HYX,F) —— H!(X,F”) —— H*Y(X,F’) —— ---

| l L L

... — HYX,F’) — HY(X,F) — H!(X,F”) — H*Y(X,F/) — ---,

ot les homomorphismes de bord dans la suite exacte du haut sont induits par les cobords de Cech usuels;

o [God73, §5.11].
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3. L’application Oy

Soient k un corps, X une k-variété et F un faisceau abélien étale sur X. La suite spectrale (2.8) donne,
pour tout i > 0, des homomorphismes
(3.1 Ox : Ker(H'*'(X,F) > H*'(X,F)) — EX' c H' (k, H'(X, F))

fonctoriels en X et F. Comme la suite spectrale (2.8) est la limite inductive des suites spectrales (2.11), Ox est
la limite inductive des homomorphismes

Ox v : Ker(H'(X,F) - H' (X, Flx,)) — EX’ ¢ H' (Gal(k'/k), H' (X, Flx,,))

provenant de la suite spectrale (2.11), ou k’/k parcourt 'ensemble des sous-extensions galoisiennes finies de
k/k.

On veut donner une description en cohomologie de Cech de ’'homomorphisme (3.1). Pour tout entier
i > 0, considérons le diagramme suivant :

Ker (H'*!(X,F) - H"*(X,F)) Ok gt (k,H'(X,F))

(3.2) lz lz
Ker (H'*\(X,F) —» H"\(X,F)) -2 H' (k,H'(X,F)).

Ici les fleches verticales sont induites par les isomorphismes (2.13) et Ox est définie comme suit. Soient
a € H*1(X,F) qui devient nul dans H**!(X,F), U — X un morphisme étale surjectif de type fini tel que a

est représenté par ff € F(UL?) et y € f(ﬁ%l) tel que I'image § de 8 dans ?(3%2) est égale a d(y), ou d
est le cobord de Cech. Comme f est défini sur k, il est G-invariant, et donc pour tout ¢ € G on a
d(g(y)=y)=g(d(y)) = d(y) =g(p) - p = 0 dans F(Ux ).

Donc g(y) -y est un cocycle de Cech pour tout g € G. Si ¢ est un cocycle (de Cech ou galoisien), on note
[c] la classe de cohomologie associée. Pour tout g,/ € G, on a

&)=y =gy)=y+&h(y)=»)
donc {[g(y) - 7]}geG est un cocycle galoisien. On définit

(3.3) Ox(a):= [{[g(y) 71}

On peut aisément vérifier que cette définition ne dépend que de . De la méme maniére, pour toute extension

geG] e H' (k, H'(X, F).

galoisienne finie k’/k on peut définir un homomorphisme
Oxk : Ker (H*!(X,F) > H"*! (X, Flx, ) — H' (Gal(k’/k),Hi(Xk,,lek,))
en remplacant partout k par k” dans (3.3). Il est immédiat de vérifier que Oy est la limite inductive des éx,k',

ou k’/k parcourt 'ensemble des sous-extensions galoisiennes finies de k/k.

Lemme 3.1. Soient X une k-variété quasi-projective, F un faisceau abélien étale sur X et i > 0 un entier. Le carré
(3.2) (=1)"-commute.

Démonstration. On pose
Hy™ (X, F) :=Ker (H*! (X, F) — H*!(X,F)),
H{™ (X, F) := Ker (H*!(X,F) — H""' (X, F)).
Soit
(3.4) 0—F—>I—F —0
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une suite exacte courte de faisceaux abéliens étales sur X, ou I est donné par la construction de Godement
pour F; voir [Mil80, Remark III.1. 20( )]- Le faisceau I est un produit de faisceaux gratte- ciel étales sur X;
donc I est flasque. Il s’en suit que I est un produit de faisceaux gratte-ciel étales sur X et donc I est aussi
flasque. Le foncteur d’image réciproque étant exact, la suite (3.4) induit une suite exacte courte

(3.5) 0—F—I—F —0
de faisceaux abéliens étales sur X. Considérons le diagramme

v -

HiY(X,F) > H' (k, H'(X,F))

™~ _—

HY(X,F') — H'(k, H=Y(X,F))

| |

H)(X,F') — H'(k, H{(X,F))

Hi*\ (X, F » H' (k, H/(X,F)),

ou les fléches obliques sont induites par les morphismes de bord dans le diagramme (2.14) associé aux suites
(3.4) et (3.5) et les fléches horizontales et verticales viennent du diagramme (3.2) pour (F,i) et (F/,i —1). Les
carrés de gauche et de droite commutent d’aprés le diagramme (2.14), la commutativité du carré du haut suit
d’un calcul explicite avec les cocycles et le carré du bas anticommute par le lemme 2.5. Comme I et I sont
flasques, les fléches obliques de gauche sont des isomorphismes pour tout 7 > 1. Par récurrence sur i, on se
réduit alors & démontrer la commutativité du carré (3.2) dans le cas i = 0.

Supposons donc i = 0. Dans ce cas, Ox est un isomorphisme et son inverse est un homomorphisme de
coin dans la suite spectrale (2.8). Comme Ox est la limite inductive des Ox - et Oy est la limite inductive
des O y, il suffit de prouver, pour toute extension galoisienne finie k’/k, la commutativité du carré

Ker (H'(X, F) > H' (X, F)) —5 H' (Gal(k'/k), F(X)
o H
Ker (H'(X, F) — H' (Xy, Flx, ) — H (Gal(k'/k), F(Xy,)),

ou ¢ est induit par I'isomorphisme (2.13). Comme la suite spectrale (2.11) est isomorphe a la suite spectrale
(2.9), on a un carré commutatif

Ker (H'(X, F) — H' (Xy, Flx, ) —=%— H' (Gal(k'/k), F(X;,))

H e

Ker (H'(X,F) — H®(Xp/X, H (X, F))) —X— H'(Xp/X, F),

ou I'isomorphisme 77y ;- vient de la suite spectrale (2.9) et p provient de 'isomorphisme (2.10). On se réduit
donc & prouver la commutativité du carré

Ker (H'(X, F) — H'(Xy, F)) —=%— H' (Gal(k’/k), F(X;,))

1 '

Ker (H'(X,F) — H® (Xk,/x,Hl(X,F))) Y FY(X/X, F).
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Linverse de 77x x est un homomorphisme de coin dans la suite spectrale (2.9) et ¢ est défini comme la limite
inductive des homomorphismes de coin HY(U/X,F) — HY(X,F),ou U — X estun morphisme étale surjectif
de type fini. Il s’en suit que Pinverse de 77x y o @ est ’lhomomorphisme canonique H'(Xy/X,F) — H' (X, F),
c’est-a-dire 'homomorphisme induit par I'identité au niveau des cocycles de Cech. Pour conclure, il suffit
alors de montrer que le triangle

HY(X/X,F) ——%— HY(Gal(k/k), F(Xy))

(3.6) lz /6“

Ker (H'(X, F) > H' (X, Flx, )

commute.

Lisomorphisme p provient de I'identification (2.10) du complexe de Cech pour F le long de X — X avec
le complexe des cochaines inhomogénes pour le Gal(k’/k)-module F(X}/); voir [Mil80, Example II1.2.6].
Plus précisément, soient a € HY(X;0/X,F) et B € F(Xy xx X) un cocycle de Cech représentant . Notons
I' := Gal(k’/k). Lisomorphisme

X xT — X xx Xir (5,8) — (5,59)
induit un isomorphisme
F(Xp xx Xp) — F(Xjo xT) =~ F(Xp) xT
qui envoie B vers ((id, g)"(B))ger- Ici id = idy,, est l'identité de Xy et g : Xy — Xy est Pisomorphisme
induit par g € I'. Alors {(id,g)*(ﬂ)}gEr est un I'-cocycle et
= [1(id, @) (B)}ger| € H' (T, F(Xi)).

La fléche verticale dans le triangle (3.6) envoie a sur [] € H'(X, F). Comme d(f/) = 0, il existe y € F(Xy')
tel que I'on ait d(y) = fj. Par définition, Ox 1 ([f]) = [{[g 7’]}geG]' Le diagramme commutatif de
[Mil80, Example III.2.6] contient le carré commutatif suivant :

o) — PP R(Xp xx X))

H J/((idrg)*)gel“

gel‘

) et )T

On en déduit que l'on a g(y) -y = (id, g)*(B) pour tout g € I, donc Ox x([f]) = p(a). Ceci prouve la

commutativité du triangle (3.6) et achéve la démonstration. O

3.1. Compatibilités

Les deux lemmes suivants montrent que O est compatible avec les cup-produits et application trace en
cohomologie étale.

Lemme 3.2. Soient k un corps, X une k-variété quasi-projective, F et F’ deux faisceaux abéliens pour la topologie
étale sur X, puis a« € H1(X,F’), et & Uimage de o dans H1(X,F’). Alors pour tout i > 0 le diagramme

Ox

Ker (H™*!(X,F) » H*'(X, F)) > H!(k,H'(X,F))

l(—)ua l(—)ua

Ker (H™*9*!(X,F @z F') - H*1*(X,F &, F')) ELINYIE (k, H*1(X,Foz F))

(=1)1-commute.
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On rappelle que, d’aprés [SGA 4I, Exposé IV, Proposition 13.4 (c)], on a un isomorphisme canonique
FzF ~ ﬁ@z F.

Démonstration. Lisomorphisme (2.13) respecte le cup-produit par [Mil80, Remark V.1.19(a)]. On note encore
a € H1(X,F’) la classe de Cech correspondant a &. D’aprés le lemme 3.1, il suffit alors de vérifier égalité
Ox(B)U@ = Ox(B U a) pour tout p € Ker(H*(X,F) —» H'*'(X,F)).

Soient U — X un morphisme étale surjectif de type fini tel que @ soit représenté par un cocycle
ag € F’(U)q(“) et ay I'image de a( dans F(ﬁqgl) Soient f € F(U)i;rl) un cocycle qui représente f, Bo
I'image de fy dans f(ﬁ%l) ety € I_f(ﬁ%rl) tel que l'on ait d(y) = Fo- Notons

i+q+1 i+q+1

pr,: Uy 77 — U, pry: Uy — U}q{rl

les projections sur les i + 1 premiers et g + 1 derniers facteurs, respectivement. Comme éx(ﬁ) est représenté
par {[g(¥) = ¥]}geq> on voit que Ox(B) U est représenté par

(3.7) {[stpri) -priy) @ pra(@o)] .
D’un autre coté, comme d(ag) = 0, la classe éx(ﬁ U ) est représentée par
(3.8) {[8(pri () @prs(@o)) - pri(y) @ pra(@o)]]

Comme @ est dans I'image de F’(U)q(ﬂ) — ?(ﬁ?l), on a g(ay) = ay pour tout g € G. On conclut que les
cocycles (3.7) et (3.8) coincident et donc que l'on a Ox(B) U@ = Ox(B U @), comme voulu. O

Lemme 3.3. Soient k un corps, f : X’ — X un morphisme fini étale de k-variétés lisses et quasi-projectives, € un
nombre premier inversible dans k, i > 0 et j des entiers.

(a) Le carré
Ker (H/* (X', Z(j)) — H'\ (X, Z4(}))) — H' (k, H!(X', Z4(])

itrf iHl (trf)

Ker (H'*1(X, Z,(j)) » H* (X, Z,(j))) — H'(k HI(X, Z,(}))).
commute.

(b) Soient k C k’ C k une extension finie et séparable et H C G le groupe de Galois absolu de k’. Supposons que
X" =Xy et que f est la projection naturelle. Alors Uisomorphisme G -équivariant canonique
H'(X", Z4(j)) = Z|G/H] &7 H' (X, Z4()))
identifie la fléche verticale de droite dans (a) avec la fléche induite par la norme
Z|G/H] &7 H'(X, Z4(j) — H'(X, Z4()))

Démonstration. (a) Soit n > 1 un entier. “homomorphisme Ox est compatible avec tout homomorphisme
de faisceaux abéliens étales sur X, et donc en particulier avec try : f*f pipn — pgn. On a donc un carré
commutatif

Ker (Hi+1 (X,, V?{) BN Hi+l (XI; V?rj)) Ox Hl (k,Hi (7’ l’l?n]))

(39) ltrf lH' (trp)

Ker (HiJrl (X,y?nj) — H*! (X ,u?”j)) SN SE (k,Hi (Y, ,M?nj)).
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Comme Oy, try et trz sont fonctoriels par rapport aux homomorphismes y§{+1 - y?n] de puissance {-iéme,
les carrés (3.9) avec n > 1 variable forment un systéme inverse de diagrammes commutatifs compatibles.

On veut passer a la limite projective sur 7 > 1 dans le carré (3.9). Le foncteur de limite projective étant
exact a gauche, on a une identification canonique

7)) = Ker (H*1 (X, Z4() » H'* (X, Z())

anKer(Hi+1 (X, o) - H (X, e
n

et de méme en remplacant X par X’. Les groupes H'(X, y?,j) sont finis pour tout i > 1. D’aprés [NSWO08,
Corollary (2.7.6)] on a alors

hmH1 (k H' (X Hpn )) ~H! (k,Hi(X;Ze(j)))

et de méme pour X’. Le carré commutatif de (a) est obtenu par passage a la limite sur n > 1 dans le carré
(3.9).

(b) Lidentification canonique suit de la décomposition G-équivariante X’ = I_[geRXg, ou RC G est
un ensemble de représentants modulo H. Pour conclure, il suffit d’observer que, comme le morphisme
]_C : X” — X obtenu par changement de base de f est un recouvrement étale trivial, pour tout faisceau étale

F sur X Papplication induite 7*7*1_3 =~ l?[G:H] — F est la somme. 0

3.2. Le cas d’une courbe

Soient k un corps, G le groupe de Galois absolu de k, C une courbe projective, lisse et géométriquement
connexe sur k et /¢ la jacobienne de C. La suite exacte courte G-équivariante

(3.10) 0 —> Jo(k) —> Pic(C) <% 7z — 0

identifie ] (k) au groupe des diviseurs de degré 0 sur C, modulo équivalence rationnelle. Par passage aux
G-invariants dans la suite (3.10), on obtient un diagramme commutatif

Pic(C) ——

0 — Jo(k) — Pic(C)¢ —= Z

ou la suite du bas est exacte, et donc un homomorphisme injectif
: deg
(3.17) Ker(Plc(C) — Z) — Jc (k).

Soit 1 un entier inversible dans k. On a un diagramme commutatif

Pic(C) — Pic(C)/n (C)/n —2<5 H2(C, py)

(3.12) ldeg ldeg l

_ 1= _
Z —— 7/n &= Pic(C)/n —= H?(C,py)

qui induit un homomorphisme
. deg 2 2, =
clc : Ker|Pic(C) —> Z | — Ker (H*(C, pi,) = H*(C, piy)).

La suite de Kummer 1 — y,, — G, — G, —> 1 donne un isomorphisme H'(C, u,,) — H'(C, Gp,)[n].
La suite obtenue par passage a la n-torsion dans la suite (3.10) est encore exacte, et donne alors un
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isomorphisme ¢ (k)[n] ~ HY(C,Gy,)[n]. On obtient un isomorphisme
(313) HY(C, pty) — H' (C, G ) [n] = Jc(K)[n].

Considérons le diagramme :

d c —
Ker(Pic(C) iz)/n lc » Ker (H2(C, ) — HX(C, )

(3.14) l lec

Jelky/n ————— H (k,Je(k)[n]) «——— H' (k, H'(C, p,))).
Ici, Thomomorphisme vertical de gauche est induit par la fléche (3.11). Dans la ligne du bas de (3.14), la fléche
de gauche est induite par la suite exacte courte
1— Jc[n]—Je = Jc— 1,
et la fléche de droite est obtenue par passage a la cohomologie galoisienne dans I'isomorphisme (3.13).

Lemme 3.4. Soit C une courbe projective, lisse et géométriquement connexe sur le corps k et soit - la jacobienne
de C. Pour tout entier n > 1 inversible dans k, le diagramme (3.14) commute.

Démonstration. Soit D € Pic(C) tel que deg(D) = 0. Dans le diagramme (3.14), la fléche composée
. deg 1 —
Ker Pic(C) — Z|/n = Je(k)/n — H (k,Jc(k)[n])

envoie D sur la classe représentée par le cocycle {[g(D) - Ij]}gec’ ou D € Jc(k) satisfait nD = D.

D’aprés le lemme 3.1 pour i = 1, il suffit de prouver que le diagramme obtenu de (3.14) en remplacant la
cohomologie des faisceaux par la cohomologie de Cech anticommute. Soient U — C un morphisme étale
surjectif de type fini, et A € Gm(Ué) un cocycle représentant D dans H'(C,Gy,). Pour tout h € {0,1} et
i,j €{0,1,2}, les projections

ph:Ué—>U et pij:UéeUé

induisent des diagrammes commutatifs

p;, jof
Vn(U) —h> I"n(Ué) —]> I"n(Ug)

P?j

:
Gm(U) —= Gpn(U2) — Gn(U2).

On note p;, et p; S les fléches correspondantes au niveau k.
Le fait que A est un cocycle s’écrit

P12(NP52(Y) " Phi(Y) = 1 dans G (U2).
Quitte a raffiner U, on peut supposer qu’il existe A1 € Gm(Ué) tel que A = A}. On appelle Aet Ay les
images de A et Ay dans Gm(U%), respectivement. (On note que A, et A; ne respectent pas nécessairement
la condition de cocycle.) Soit encore A € Gm(ﬁ%) un cocycle représentant D dans H'(C,G,,). Comme

D =nD, [A] =[A"] dans H'(C,G,,), et donc il existe & € G,,(U) tel que l'on ait

X =pi(E)P(E) " A" dans Gy (Tg).

Quitte a raffiner U, on peut supposer qu'il existe &; € Gy, (U) tel que & = &', On définit

(3.15) vi= Ay (BENPLEN A € py(T2).



La conjecture de Tate entiére pour certains produits 19

Par la définition des homomorphismes de bord en cohomologie de Cech, cl-([A]) est représenté par le
cocycle

P12(A1PG2 (A1) Pr (A1) € pn(U2).
L’image de ce cocycle dans ]An(ﬁ%) est le cocycle

—% (M \—=* [ \—1l—=% /7 3
P12(A1)Pga(A1) 1P01(/\1)€P‘n(UE)-

Ona

—x% —% — % -1 \—==* —% — % — -1 —% —% —% —

P (PP (&) ) Boa (P EVPHEN ™) oy (B1(E0)PG(EDN ) =1
et on sait que p;,(1)pg,(A) 1 Pg; (1) = 1 parce que A est un cocycle. On déduit de la définition (3.15) que
'on a

(3.16) P12 (0)Po () Py (1) = B (0B, (v) "By (v) dans i, (T).

Comme v € yn(ﬁ%), la classe O¢(clc[A]) € HY (k, H'(C, u,)) est représentée par le cocycle {[g(v)/v]}gec.
Lisomorphisme H'(C, y,,) — H'(C,G,,)[n] est induit par inclusion Pn CGy :sice yn(ﬁ%), I'image
de [c]e H'(C, My) est la classe de ¢ dans HY(C,G,,), ot on voit ¢ comme un élément de Gm(ﬁ%) Donc
Pimage de O (clc[A]) dans H'(k, H'(C, G, )[n]) est {[g(v)/v]}geG, ou on voit chaque g(v)/v comme un
élément de Gm(ﬁf).
Comme A, € Gm(ﬁ%) est 'image de A; € Gm(Ué), ona g(A;) = A, pour tout ¢ € G. D’aprés la définition
(3.15), pour tout g € G on a alors I'égalité

g(v) 8(1_7;(51)_11_76(51)) g(A ™) 4 —
= - ans G, (Ug),
v R ) A o

donc
[g(v)/v] =[g(A"1)/A7] dans H'(C,Gy,)[n].
On conclut que 'image de Oc(clo([A])) dans H (k, H'(C, Gy, )[1]) est représentée par {[g(i_l)//‘_l]}geG.
Comme D est représenté par A, limage de O¢(clo([A])) dans H'(k,J(k)[n]) est représentée par
{[g(—D) - (_D)]}geG = {—[(g(D) - D)]}geG' Ceci montre que le diagramme obtenu de (3.14) par passage a la

cohomologie de Cech anticommute, donc que le diagramme (3.14) commute. O

4. Preuve du théoréme 1.3

Le but de cette section est la démonstration du théoréme suivant et, par conséquent, du théoréme 1.3.

Théoréme 4.1. Soient IF un corps fini,  un nombre premier inversible dans IF, C et S deux variétés géométri-
quement connexes, projectives et lisses sur IF, de dimension 1 et 2 respectivement et X := C X S. Sous Uhypothése
by(S) = p(S), le noyau de HY(X,Z(2)) — H*(X,Z(2)) est contenu dans I'image de Uapplication cycle

cly : CHYX(X)®z Zy — H*(X,Z,(2)).

Soit X une variété projective et lisse sur un corps fini [F. Comme cd(IF) = 1, pour tout faisceau abélien
fini F sur X et pour tout i > 0 ’homomorphisme Oy de (3.1) est un isomorphisme. Soit j un entier. Pour tout

n =1, on pose = " ans A n obtient un systeme inverse 1somor ismes
> 1, on pose F = 5 dans (3.1). On obtient un systéme i di phi

Ox : Ker(Hi+1 (X,y?j) — Hi*! (Y, y?j)) = H! (IF,Hi (Xy?]))
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En utilisant le lemme 2.3(b), la finitude de la cohomologie étale a coefficients yfg pour les [F-variétés
projectives lisses et ’exactitude a gauche du foncteur de limite projective, on obtient par passage a la limite
projective un isomorphisme

(4.) Ox : Ker (H™(X, Z¢(j)) — H (X, Z,(j))) — H' (F, H'(X, Z(}))).

Comme [ est fini, H1(X,Z(j)) — H™*Y(X,Z(j))C est surjectif par le lemme 2.3(b). On déduit de
I'isomorphisme (4.1) 'existence d’une suite exacte courte

(42) 0 —— HY(F,H/(X, Z(j))) —— H* (X, Z(j)) — H*Y(X,Z,(j))° — .

ou tx est induit par I'inverse de 6. Comme Ox est fonctoriel en X, la suite (4.2) est naturelle en X.

Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur IF, de dimension 1 et 2
respectivement, et X := C xp S. Comme H*(C,Z;) est sans torsion, par la formule de Kiinneth ¢-adique
[Mil80, Corollary VL.8.13] on a des isomorphismes Galois-équivariants

(4.3) H?(X,2,(2)) = H* (S, Z0(2)) @ [H? (S, Z¢(1)) &7, H' (C, Ze(1)) | @ H' (S, Z((1),

(4.4) HY(X,2,(2)) = H*(S,Z,(2)) @ [H* (S, Z¢(1)) &z, H' (C, Z¢(1)) | @ H*(S, Z((1)).

induits par projections et cup-produits. Nous allons obtenir le théoréme 4.1 comme conséquence des trois
lemmes suivants.

Lemme 4.2. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur IF, de dimension
1 et 2 respectivement et X := C xg S. Limage de (1.3) contient le facteur direct H' (IF,H3(S,Zg(2))) de

H(IF, H3(X, Z,(2))).

Démonstration. Par un théoréme de Kato et Saito [KS83] (voir aussi [CTSS83, Théoréme 5]), application
cycle CH?(S) ®z Z¢ —> H*(S,Z,(2)) est un isomorphisme. Pour nos besoins, il nous suffira de savoir
que cette application cycle est surjective, ce qui a été démontré par Lang [Lan56b]. On a un diagramme

commutatif
Cls

CH*(S)®z Zy —— H*(S,Z,(2)) «—— H'(F,H3(S,Z,(2)))

lpr’; lprz Jps

cly

CHX(X)®zZ; — HY(X,Z,(2)) +2— H'(F,H*(X,Z(2))),

ou le carré de gauche commute par [Mil80, Proposition VI.9.2] (dont la preuve vaut sur un corps de base
quelconque) et le carré de droite commute par la naturalité de la suite exacte (4.2). Ceci implique que
H! (IF,H3(§, 25(2))) est dans 'image de (1.3°), comme voulu. O

Remarque 4.3. Soit X =Y x C, ou C est une courbe projective, lisse et géométriquement connexe, Y est
une variété projective, lisse et géométriquement connexe de dimension d telle que I'image de I'application
(1.3°) pour Y contient le sous-groupe

H' (F, H**71(Y, Z(d))) € H* (Y, Z(d)).
Largument de la preuve du lemme 4.2 montre que le facteur direct de Kiinneth
H' (IF, H**71(Y, Z(d))) ¢ H (F, H*"*}(X, Z,(d)))
est dans 'image de l'application (1.3’) pour X.

Lemme 4.4. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur IF, de dimension 1 et
2 respectivement et X := C xp S. L'image de Uapplication (1.3°) contient le facteur direct H' (IF,Hl(g, Zg(l))) de

H'(F, H3(X, Z(2)))-
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Démonstration. La suite de Kummer induit, par passage a la limite projective, une suite exacte
(4.5) Pic(S)®y Z; — H*(S,Z,(1)) — T;(Br(S)).

Montrons que Papplication composée
H' (F,H'(S,Z,(1)) —> H*(S,Z(1)) — Ty(Bx(S))

est nulle. Un argument de poids, utilisant les conjectures de Weil démontrées par Deligne [Del74], montre
que H'! (IF,Hl(g, Zg(l))) est un groupe fini; voir [CTSS83, p. 781]. Comme tout module de Tate, le groupe

T;(Br(S)) est sans torsion. Lexactitude de la suite (4.5) entraine donc que H' (IF,Hl(g, Zg(l))) est dans
I'image de
Pic(S)®y Z; —> H2(S,Z4(1)).
D’aprés la borne de Hasse-Weil, il existe un 0-cycle C € Pic(C) de degré 1; voir par exemple [Sou84,
1.5.3. Lemme 1]. Soit cl¢(C) I'image de cl¢(C) € H(C, p,,) dans H?(C, pt,,). On a un diagramme commutatif

Pic(S) @7 Zp — = H2(S,Z,(1)) +=— H'(F,H'(S,Z,(1)))

Jpr’;(—)Upr*c(é ) Jpr’;(—)Uprz(clc(C)) lpr;(—)Upr*c(clc(C))

cly

CHY(X)®7 Z; — HY(X,Z,(2)) +*— H'(F,H3(X,Z(2))).

Le carré de gauche commute par [Mil80, Proposition VI1.9.4] (dont la preuve vaut sur un corps de base quel-
conque) et le carré de droite commute par les lemmes 3.2 et 2.3(b). Ceci implique que H' (IF,Hl(g, Zg(l)))
est dans 'image de Papplication (1.3’). g
Remarque 4.5.

(i) Plus précisément, H' (IF,Hl(g, Zg(Z))) est dans 'image du noyau de la fléche composée
Pic(S)iors ®7 Z¢ — H2(S,Z,(1)) — H*(S,Z4(1)).

(ii) Soit X =Y x C, ou C est une courbe projective, lisse et géométriquement connexe, Y est une variété
projective, lisse et géométriquement connexe de dimension d telle que H'(IF, H**=3(Y,Z,(d - 1)))
est dans I'image de I'application (1.3’) pour Y. Alors ’argument de la preuve du lemme 4.4 montre
que le facteur de Kiinneth H'! (IP,HZd_3(?,Zg(d - 1))) cH! (IF,HZd_l(X,Zg(d))) est dans 'image
de Tapplication (1.3’) pour X.

Lemme 4.6. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur IF, de dimension
1 et 2 respectivement et X := C x S. Supposons que lon ait by(S) = p(S) et que G agisse trivialement sur
NS(S). Alors limage de Uapplication (1.3°) contient le facteur direct H' (IF,H2(§, Z,(1))®z, H(C, Zg(l))) de
HY(IF, H3(X, Z,(2))).

Démonstration. Soit n un entier inversible dans IF. On pose

. . deg
Picy(C) := Ker (Plc(C) —> Z),

(CH*(X)/n)q :=Ker (CH*(X)/n — CH*(X)/n),
H2 C, un) :Ker(H2 (Copun) ) — H?(C, yn)) et
(

Hy (X, 482 :=Ker (H? (X, 4%) — H?(X, u2%)).
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Considérons le diagramme commutatif

4.6
o Pic(S) @z Jc(F)/n < ~ Pic(S) ® Picy(C)/n ———=— (CH(X)/n),
lz lds@clc lclx
Pic($) @z H' (IF, Jc(FF)[n]) H2(S, ) ®7 H3(C, ) ————— Hy (X, 4$?)
i [
Pic(S)®z H' (IF,H' (F,H'(C, p,))) — H*(S, ptn)C ®z H' (F, H'(C, 1)) Ox

l L

H' (F,Pic(S)®z H' (F,H'(C, ) — H' (F,H2(S, j,) ®7 H'(C, 1)) —— H' (F, H? (X, u22)).

La fléche horizontale supérieure gauche est (3.11). Comme Br(IF) = 0, les fléches naturelles Pic(C) — Pic(C)C
et Pic(S) — Pic(S)C sont bijectives. En particulier ’homomorphisme (3.11) est un isomorphisme pour C. Le
rectangle de gauche est induit par (3.14) et commute d’apreés le lemme 3.4, le carré commutatif supérieur
droit vient de la compatibilité de 'application cycle et du cup-produit. La commutativité du carré inférieur
gauche suit de la fonctorialité du cup-produit en cohomologie galoisienne, et celle du carré inférieur droit se
déduit de la commutativité, pour tout a € H*(S, pi,,), du carré

H'(F,HY(C, py)) —— H2(C, py)

lHl (@Upr(-)) laumz()

H! (IF;H?’(Y: I’ln)) L) H4(X, I"n)l

ce qui suit du lemme 3.2.

On veut passer a la limite sur n =™, m > 0, dans le diagramme (4.6). Comme Picg/IF (FF) est divisible,
en tensorisant la suite exacte courte

(4.7) 0 — Pic . (IF) —— Pic(S) —— NS(S) —— 0

par le groupe fini H'(C, jtgn), on obtient un isomorphisme
PIC(E) ®z H! (E, Pom) = NS(g) ®7z H! (E, Hem).
Comme NS(S) est un Z-module de type fini, le lemme 2.1(b) entraine

lim (Pic(S)®z H'(C, pgn)) = NS(S) &7 H' (C, Zy).

m

Les groupes J(IF) et Jo(IF)[#] sont finis, Pic(S) = HO(IF,Pic(g)) est un Z-module de type fini, les groupes
de cohomologie étale des variétés C,S et X a valeurs dans ,uf] sont finis, et ceux a valeurs dans Z, sont
des Z,-modules de type fini. Par passage a la limite dans le diagramme commutatif (4.6) sur n = €™, m > 0,
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en utilisant les lemmes 2.1, 2.2 et 2.3(b), on obtient alors le diagramme commutatif suivant :

(4.8)

Pic(S)®z Jc(F)®z Z; < ~ Pic(S) ®z Picy(C)®y Zp —————— lim(CH2(X)/¢")
la lc15®clc ldx
Pic(S) @z H' (F, T(Jc)) H(S,Z(1)) ®z, H}(C, Z¢(1)) —————— Hy(X,Z,(2))
} [
Pic(S)®z H' (IF, H'(C, Z(1))) —— H2(S,Z(1))° ®z, H' (F,H'(C, Z,(1))) Ox

L L

H' (F,NS(S)®z H'(C,Z(1))) —— H'(F,H*(S,Z¢(1) ®z, H'(C, Z(1))) —— H'(IF, H(X, Z,(2))).
Ici
H3(C, Z(1)) := Ker (H2(C, Z,(1)) — H*(C, Z(1),
Hy(X, Z(2)) := Ker (HY(X, Z¢(2)) - H*(X, Z,(2).
Pour conclure, il suffit alors de démontrer que la composée

Pic(S)®y H! (IF,Hl(E,Zg(l))) — s H! (1P,NS(§) ®7 H'(C,Z,(1))) j
(4.9)

[» H' (F,H*(S,Z(1)) ®z, H'(C, Z,(1)))

apparaissant dans le coin inférieur gauche du diagramme (4.8) est surjective.

Par [Mil80, Corollary V.3.28(d)], le conoyau de la fléche injective NS(S) ®7 Z, — H?(S,Z;(1)) est sans
torsion. Comme p(S) = by(S), cette injection est un isomorphisme, ce qui implique que la deuxiéme fléche
dans (4.9) est un isomorphisme.

Comme Picg/IF (F) est de torsion et Q;/Z; ®7 Z; ~ Qu/Z¢, on a un isomorphisme G-équivariant
Picg/IF (F)®y Z; ~ PiC(SJ/IF (IF){¢} et donc le théoréme de Lang [Lan56a, Theorem 2] appliqué a (Picg/n: )red
donne Hl(lF,Picg/]F (F) ®7 Z;) = 0. On tensorise la suite (4.7) par Z; et on passe a la cohomologie
galoisienne. On en déduit que la fléche naturelle Pic(S)®z Z; — NS(S)° ®7 Z est surjective. Pour montrer
la surjectivité de 'homomorphisme (4.9) et conclure, il suffit alors d’établir la surjectivité de la fléche

NS(S)° @z H' (IF, H'(C,Z,(1))) — H' (F,NS(S)®z H'(C, Z,(1)))

donnée par le cup-produit en cohomologie galoisienne.

Par hypothése le groupe G agit trivialement sur NS(S). En écrivant NS(S) comme la somme directe de
son sous-groupe de torsion et d’un sous-module libre, on se réduit a vérifier que pour tout m > 1, la fléche
naturelle

@m: H' (F,H'(C,Z,(1)))/" — H" (F,H'(C, pign))

est un isomorphisme. Comme H?(C,Z(1)) ~ Z, est sans torsion, par [Mil80, Lemma V.111] la fléche
naturelle

HY(C,Z,(1))/™ — H(C, pgn)

est un isomorphisme. On a alors une suite exacte courte

0 —— HY(C,Z,(1)) = HY(C,Z(1)) — H'(C, pgn) — 0.
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Par passage a la cohomologie galoisienne, on obtient une suite exacte

0 —— H' (IF,Hl(E,zg(l)))/zm BN S8 (F, HY(C, pen)) —— H2(F,H(C, Z,(1))).

La conclusion suit du fait que, d’aprés le lemme 2.3, on a

H?(IF,H'(C,Z(1))) zli(_mHz(IF,Hl(aygm)) =0. O
m

Lemme 4.7. Soient E/IF une extension finie et M un G-module continu de type fini sur Z¢. La fléche de
corestriction v : H'(E,M) — H'(IF, M) est surjective.

Démonstration. Soit H := Gal(IF/E), et soit M le noyau de la fleche Z[G/H]®z M — M induite par la
norme Z[G/H] — Z. La fleche v s’identifie 4 ’homomorphisme induit H'! (IF, Z[G/H] ®z M) — H'(FF, M).
Comme M = h(_rnn M/€" et My/L" est fini pour tout 1 > 1, le lemme 2.3(a) donne H?(IF, M) = 0. La suite
exacte longue en cohomologie galoisienne associée a

0—My—Z[G/H|®z M — M — 0
nous permet de conclure. U

Démonstration du théoréme 4.1. Soient E/IF une extension finie et f : Xy — X la projection. Par les lemmes
2.4 et 3.3(a), on a le diagramme commutatif

CH2(Xp) —2 5 HA(Xp, Z,(2)) 5 H! (E.H3(X,Z,(2)))

lﬁ ltrf [

CH2(X) —% 5 HY(X,Z,(2)) +—2— H'(F,H*(X, Z/(2))).

Par les lemmes 3.3(b) et 4.7, la fléche verticale a droite est surjective. Il suffit alors de montrer que I'image de
clx, contient I'image de tx,. On choisit une extension E/IF telle que Gal(TF/E) agit trivialement sur NS(S).

En remplacant IF par E, on peut alors supposer que G agit trivialement sur NS(S). Vue la décomposition de
Kiinneth (4.3), la conclusion suit des lemmes 4.2, 4.4 et 4.6. g

Démonstration du théoréme 1.3. D’aprés le théoréme 4.1, 'image de I'application (1.3’) contient I'image de ix.
La conclusion suit de ’exactitude de la suite (4.2). g

5. Preuve du théoréme 1.4

Lemme 5.1. Soit V une variété projective, lisse et géométriquement connexe sur IF. Alors on a un isomorphisme
G -équivariant H' (V,Z;(1)) ~ Tg((Pic%/i)red).

Démonstration. Pour tout n > 1, la suite de Kummer donne H'(V, ygn) ~ Pic(V)[€"] qui est un isomorphisme
de G-modules. Par passage a la limite projective sur 7 > 1, on obtient H'(V,Z,(1)) ~ T;(Pic(V)). On a une
suite exacte courte

0 — Pic)(FF) {¢} — Pic(V){t} — M — 0,
ou M est un Z-module de type fini. Comme M est fini, To(M) = 0. Pour tout n > 1, les foncteurs de

{"-torsion et de limite projective sont exacts a gauche, donc le foncteur Ty(—) est exact a gauche. On conclut
que l'on a

HY(V,Ze(1)) = Te (Pie(V)) = T ((Picl ) ) -
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Lemme 5.2. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur IF, de dimension 1 et
2 respectivement et X := C X S. On suppose que l'on a

Homg (NS(E){f},]C(F) {Z}) =0 et HomIF_gr((Picg/]F) d,]c) =0.

re

Alors
(H3(5,2:(2)) 07, H' (C.Z,))" = 0.

Démonstration. D’aprés [Gro68, (8.12)] ou [CTSk21, Prop. 5.2.10], on a un isomorphisme de G-modules
H?(S, Z¢(2))1ors = Hom (NS(S) £}, Qe/Ze(1)).
D’aprés le lemme 5.1, on a H'(C,Z(1)) = Ty(J(TF)), donc
H(S,Z(2))ors ®2, H' (C,Z¢) = Hom (NS(S) (£}, Jc(F) {£})-
On en déduit
(5.) (H3(5, Z4(2))ions ®2, H'(C, Z0)) = 0.
Soit A := (Pic(s) /i )red- Le théoréme de Tate [Tate66, Main Theorem| donne
Homp_g:(A,Jc) ®2z Z¢ ~ Homg (T, (A), Te(]a))-
On a alors des isomorphismes
Homp_g(A,Jc) ®2 Q; = Homg (Ve(4), Ve(Tc)
~ Homg (H'(S,Q¢(1)), H' (C,Q(1)))
~ (H'(5,Q,(1))" ®q, H'(C,Q0(1)°
= (H*(5,Qc(1)) 8, H'(C, (1)’

~ (H*(S,Q¢(2))®g, H'(C, Qz))G

Ici le premier isomorphisme suit du fait que les Z;-modules T;(A) et T;(Jz) sont de type fini, le deuxiéme
isomorphisme vient du lemme 5.1, et I'isomorphisme G-équivariant H'(S,Q/(1))" ~ H3(S,Q(1)) est
donné par la dualité de Poincaré £-adique pour la surface S ; voir [Del74, Théoréme (2.3)]. Par hypothése,
Homp_g(A,Jc) = 0, donc

— — G
(H3(S,Q(2)®g, H'(C, Q)" =0.
Il s’en suit que
— — G
(5.2) ((H(S,Z,(2))/ tors)®z, H'(C,Z;)) " = 0.
On tensorise la suite exacte courte de G-modules
0 —> H3(S,Z¢(2))iors — H3(S,Z4(2)) — H3(S,Z4(2))/tors — 0

par le Z,;-module libre H! (C,Z;) et on passe aux G-invariants. La conclusion suit de la combinaison de

(5.1) et (5.2). 0

Lemme 5.3. Soient C et S deux variétés géométriquement connexes, projectives et lisses sur IF, de dimension 1 et

2 respectivement et X := C X S. On suppose que L'on a by(S) = p(S) et
Homg (NS(S){€}, Jc(F){€}) =0 et Homp_g; ((Picdp)rearJc) = 0.
Alors Uapplication cycle
cly : CHA(X)®Z; — H*(X,2(2))"

est surjective.
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Démonstration. La formule de Kiinneth en cohomologie ¢-adique nous donne un isomorphisme G-équivariant
HY(X, Z¢(2)) = H(S, Z0(2)) ® [H’(S, Z¢(2)) @7, H'(C, Z¢) | @ H*(5, Z¢(1)).
Par le lemme (5.2) on obtient
HA (X, Z(2)) = HY(S, 2,(2)) @ H*(S, Z,(1))°.
On a le carré commutatif

(CH?(S)®y Z;)® (Pic(S)®y Zy) —— CH*(X)®y Zy;

l l

H*(S,Z4(2))° @ H*(S,Z,(1))° —— H*(X,Z,(2))°,

ou les fléches verticales sont les applications cycle et les fléches horizontales sont induites par I'image
réciproque et le cup-produit. Comme [F est fini, d’aprés les estimations de Lang-Weil, S admet un 0-cycle de
degré 1 (voir [Sou84, 1.5.3. Lemme 1]) et donc la fleche de degré CH?(S)®y Z, — H*(S,Z4(2))C = Z, est
surjective. Comme b,(S) = p(S), par [Mil80, Corollary V.3.28(d)] la fléche Pic(S)®z Z, — H*(S,Z,(1))°
est aussi surjective. On conclut alors que la fléche verticale de droite est surjective, comme voulu. g

Démonstration du théoréme 14. (a) Uapplication (1.2°) est surjective d’aprés le lemme 5.3, donc le théoréme
1.3 implique que l'application (1.3°) est surjective.

(b) La partie (a) et un théoréme de Kahn [CTSc21, Thm. 5.10] montrent que le groupe H3(IF(X), Q//Z¢(2))
est divisible. Par hypothése, il existe une variété projective et lisse V' de dimension <1 et un morphisme
f:V — S tels que pour tout corps algébriquement clos () contenant F 'homomorphisme d’image
directe f, : CHy(Vq)g — CHy(Sq)q est surjectif. Donc, pour tout m € Z, tous P;, P, € 5(Q)) tels que mPy
est rationnellement équivalent a mP,, et tout P € C(Q), les 0-cycles m - (P,P;), m - (P,P,) € X(€2) sont
rationnellement équivalents. On en déduit que 'homomorphisme

(ide xf). : CHy (Ca x Va)g — CHy (Xa)g

est surjectif, et donc que CHy(X)q est supporté en dimension 2. Un argument de correspondances bien
connu [CTKI13, Proposition 3.2] implique alors que le groupe H3 (IF(X),Q;/Z,(2)) est annulé par un entier
positif. Comme le groupe HJ,(IF(X), Q;/Z¢(2)) est divisible, il est nul. 0
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